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Предисловие

Учебное пособие призвано помочь студентам, обучающимся по
магистерской программе «Теоретическая физика» в освоении курса
«Гамильтоновы системы со связями». Основная цель данного учебно-
го пособия — познакомить студентов с методом построения гамиль-
тоновых формулировок для особенных теорий без высших производ-
ных с линейно независимыми связями. Важность изучения этой те-
мы связана с тем, что все фундаментальные теории, являются ка-
либровочными (т.е. особенными) теориями и последовательное по-
строение квантовой теории невозможно без построения гамильтоно-
вой формулировки теории. В пособии содержится много примеров
построения гамильтоновых формулировок особенных теорий, вклю-
чая теорию электромагнитного поля, массивного поля спина 1 (поле
Прока), поля Янга-Миллса и эйнштейновской гравитации. Материал
носит учебный характер и предназначен для первоначального изу-
чения предмета. По этой причине формальные рассуждения даются
на физическом уровне строгости, вычисления проводятся со всеми
деталями с рассмотрением примеров. В пособии сохранен свободный
лекционный стиль изложения. Материал является внутренне замкну-
тым. Приведен небольшой список литературы для дальнейшего, бо-
лее глубокого изучения, обсуждаемых здесь вопросов.
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Глава 1. Гамильтонов формализм для неособенных теорий

Рассмотрим классическую систему, которая описывается обобщён-
ными координатами qi (i = 1, 2, . . . , n). Предположим, что лагранжи-
ан L этой системы зависит только от координат qi и первых произ-

водных по времени q̇i =
dq

dt

S =

∫
L(qi, q̇i)dt. (1.1)

Уравнения движения (уравнения Эйлера-Лагранжа), следующие из
действия (1.1), имеют вид

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0. (1.2)

Так как, по предположению, лагранжиан зависит от координат qi и
первых производных по времени q̇i, то

d

dt

∂L

∂q̇i
=

(
∂

∂qj
∂L

∂q̇i

)
d

dt
qj +

(
∂

∂q̇j
∂L

∂q̇i

)
d

dt
q̇j =

=
∂2L

∂qj∂q̇i
q̇j +

∂2L

∂q̇j∂q̇i
q̈j (1.3)

(здесь и далее по повторяющимся индексам подразумевается сумми-
рование). Таким образом, уравнения движения (1.2), следующие из
действия (1.1) будут дифференциальными уравнениями второго по-
рядка

Mij(q, q̇)q̈
j + Vi(q, q̇) = 0, (1.4)

Mij =
∂2L

∂q̇j∂q̇i
, Vi =

∂2L

∂qj∂q̇i
q̇j − ∂L

∂qi
. (1.5)

Если определитеь матрицы Mij не равен нулю, то теория называется
неособенной, в противном случае — особенной. В данном разделе мы
будем рассматривать неособенные теории

detMij 6= 0. (1.6)
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В этом случае уравнения движения (1.4) могут быть разрешены отно-
сительно старших производных q̈i = f i(q, q̇) и, как следствие, оказы-
вается применимой теорема о существовании и единственности ре-
шений системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Это
означает, что задача Коши имеет единственное решение при произ-
вольных начальных данных qi(t0) и q̇i(t0).

Второе следствие невырожденности матрицы Mij (1.6) состоит в
том, что в этом случае может быть построена гамильтонова форму-
лировка теории.

Гамильтонова формулировка строится следующим образом.
Сначала перейдём к системе дифференциальных уравнений перво-
го порядка, эквивалентных уравнениям второго порядка (1.2)

q̇i = vi,
∂Lv
∂qi

=
d

dt

∂Lv
∂vi

, (1.7)

где Lv(q, v) = L(q, q̇)
∣∣∣
q̇i→vi

(1.8)

Теперь, для того чтобы записать дифференциальные уравнения
первого порядка в виде разрешённом относительно производых, сде-
лаем замену переменных vi → pi. Для этого определим новую пере-
менную pi, называемую обобщённым импульсом, согласно равенству

pi =
∂Lv
∂vi

(1.9)

и выразим из этого равенства все скорости vi через координаты qi

и обобщённые импульсы pi: vi = f i(q, p). Такая замена переменных
возможна в силу невырожденности матрицы Mij (1.6).

После этих преобразований уравнения движения системы примут
вид

q̇i = f i(q, p), ṗi =
∂Lv
∂qi

∣∣∣
vi→f i(q,p)

. (1.10)

Уравнения движения (1.10) могут быть получены путём вариации
действия

S[qi, pi] =

∫ (
piq̇

i −H(q, p)
)
dt, (1.11)

6



где H(q, p) называется гамильтонианом и строится следующим обра-
зом

H(q, p) =
(
piv

i − Lv(q, v)
)∣∣∣

vi→f i(q,p)
. (1.12)

Уравнения движения (1.10) записываются через гамильтониан в виде

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (1.13)

и называются уравнения Гамильтона или каноническими уравнени-
ями.

Рассмотрим изменение со временем некоторой физической вели-
чины, задаваемой функцией A(q, p, t)

dA

dt
=

∂A

∂t
+
∂A

∂qi
dqi

dt
+
∂A

∂pi

dpi
dt

.

Подставив сюда вместо q̇i и ṗi их выражения из уравнений движения
(1.13), получим

dA

dt
=

∂A

∂t
+
{
A,H

}
, (1.14)

где введено обозначение{
A,H

}
=

∂A

∂qi
∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂qi
. (1.15)

Выражение (1.15) называется скобкой Пуассона для величин A и H.
Уравнение (1.14) является уравнением движения для произвольной
физической величины A. В частности, если вместо A взять координа-
ту qi или обощённый импульс pi и подставить в (1.14), то мы получим
уравнения Гамильтона (1.13).

Можно показать, что из определения (1.15) следуют свойства скоб-
ки Пуассона:

1. антисимметричность
{
A,B

}
= −

{
B,A

}
;

2. линейность по обоим аргументам{
αA+ βB,C

}
= α

{
A,C

}
+ β

{
B,C

}{
A, βB + γC

}
= β

{
A,B

}
+ γ
{
A,C

}
α, β, γ константы;
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3. правило Лейбница{
A,BC

}
=
{
A,B

}
C +B

{
A,C

}
;

4. тождество Якоби{
A,
{
B,C

}}
+
{
B,
{
C,A

}}
+
{
C,
{
A,B

}}
= 0.

В заключение данного раздела приведём пример построения га-
мильтонова формализма для частицы массы m движущейся в потен-
циальном поле, чья потенциальная энергия — U(r). Как известно, в
нерелятивистской механике функция Лагранжа есть разность кине-
тической и потенциальной энергии системы

L =
1

2
mṙ2 − U(r). (1.16)

Связь между импульсами системы и скоростями найдём из соотно-
шения (1.9) p = mṙ. Выразим отсюда скорости ṙ = p/m и, используя
соотношение (1.12), найдём гамильтониан

H =
1

2m
p2 + U(r). (1.17)

Уравнения Гамильтона для рассматриваемой системы имеют вид

ṙ = p/m, ṗi = −∂U(r)/∂xi. (1.18)

Эти уранения можно записать с помощью скобки Пуассона

ẋi =
{
xi, H

}
, ṗi =

{
pi, H

}
, (1.19){

A,H
}

=
∂A

∂xi
∂H

∂pi
− ∂A

∂pi

∂H

∂xi
. (1.20)

Теперь перейдём к рассмотрению особенных теорий.

Контрольные вопросы

1. Какая теория называется неособенной?

2. Какая теория является особенной?
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3. Покажите, что уравнения движения (1.10) могут быть получены
путём вариации действия (1.11).

4. Докажите правило Лебница для скобки Пуассона.

5. Докажите тождество Якоби для скобки Пуассона.

Глава 2. Гамильтонов формализм для особенных теорий

В этом разделе мы рассмотрим построение гамильтонова форма-
лизма для особенных теорий. У особенных теорий матрица Mij вы-
рождена

detMij = 0 (2.1)

и поэтому замена пeременных vi → pi невозможна, и, как следствие,
невозможен переход от системы уравнений (1.7) к системе уравнений
(1.10). Также следствием вырожденности матрицы Mij является то,
что нельзя задавать независимо начальные данные для qi(t0) и q̇i(t0),
так как на эти величины появляются связи. Ещё одна особенность
вырожденных теорий заключается в том, что задача Коши может не
иметь единственного решения.

В этом случае поступим следующим образом. Перейдём от систе-
мы (1.7) к эквивалентной системе уравнений

q̇i = vi, ṗi =
∂Lv
∂qi

, pi =
∂Lv
∂vi

. (2.2)

Очевидно, что если во второе уравнение подставить вместо pi его
выражение из третьего уравнения, то мы получим уравнения (1.7).
Уравнения (2.2) могут быть получены из действия

S[qi, vi, pi] =

∫ (
pi(q̇

i − vi) + Lv(q, v)
)
dt. (2.3)

Система уравнений (2.2) и действие (2.3) называется расширенной
гамильтоновой системой.

Пусть ранг матрицы Mij равен n−m

rank Mij = n−m < n, (2.4)
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тогда из третьего уравнения (2.2) можно выразить n −m скоростей
и подставить их в оставшиеся уравнения движения (2.2) и в действие
(2.3). Такая подстановка уравнений движения в действие законна,
так как эти уравнения являются алгебраическими (то есть не содер-
жат производных по времени). Оставшиеся скорости, которые мы не
можем выразить через координаты qi и импульсы pi, обозначим λα,
α = 1, 2, . . . ,m. Эти скорости входят в действие (2.3) линейно1, так
как в противном случае ранг матрицы Mij (2.4) был бы больше. В
результате действие (2.3) примет вид

S[qi, pi, λ
α] =

∫ (
piq̇

i −H0(q, p)− λαϕ(1)
α (q, p)

)
dt. (2.5)

Заметим, что варьируя действие по λα мы получим уравнения дви-
жения ϕ(1)

α (q, p) = 0, которые не содержат производных по времени
от координат и импульсов и являются ограничениями на возмож-
ные значения координат и импульсов, в том и числе и в начальный
момент времени. Такие функции мы будем называть связями в га-
мильтоновом формализме. В данном случае, более точно, функции
ϕ

(1)
α (q, p) называются первичными связями или связями первого эта-

па. Величина H0 называется гамильтонианом, H = H0 +λαϕα — пол-
ным гамильтонианом (здесь индекс (1) намеренно опущен, т.к. здесь
под ϕ подразумеваются все связи теории, см. далее), λα — множители
Лагранжа.

Используя скобку Пуассона (1.15), уравнения движения следую-
щие из действия (2.5) записываются в виде

q̇i =
{
qi, H0

}
+ λα

{
qi, ϕ(1)

α

}
, (2.6)

ṗi =
{
pi, H0

}
+ λα

{
pi, ϕ

(1)
α

}
, (2.7)

ϕ(1)
α (q, p) = 0. (2.8)

Введём следующие обозначения. Будем писать A(q, p) ≈ B(q, p),
если величины A и B равны при условии выполнения связей (2.8),
A(q, p) = B(q, p)+aα(q, p)ϕα(q, p), где aα(q, p) — некоторые функции.
Аналогично, будем писать A 6≈ B, если величины A и B не равны

1 Не входить в действие (2.3) они не могут, так как, по крайней мере, эти
скорости входят в слагаемое −pivi.
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при условии выполнения связей (2.8), то есть не существует таких
функций aα(q, p), чтобы равенство A = B + aαϕα выполнялось.

Уравнения связей (2.8) должны выполняться в каждый момент
времени, поэтому их производная по времени, с учётом (2.6) и (2.7),
равна нулю

ϕ̇
(1)
β =

{
ϕ

(1)
β , H0

}
+
{
ϕ

(1)
β , ϕ(1)

α

}
λα ≈ 0. (2.9)

Рассмотрим следствия соотношения (2.9). Если

det
{
ϕ

(1)
β , ϕ(1)

α

}
6≈ 0, (2.10)

то существует обратная матрица Cαβ(q, p), такая, что
Cαβ

{
ϕ

(1)
β , ϕ

(1)
γ

}
= δαγ и из соотношения (2.9) мы можем найти

все множители Лагранжа

λα = −Cαβ
{
ϕ

(1)
β , H0

}
. (2.11)

Если условие (2.10) не выполняется, то

rank
{
ϕ

(1)
β , ϕ(1)

α

}
≈ n1 < m (2.12)

и мы можем найти только n1 множителей Лагранжа, как функции
qi и pi. Подстановка найденных множителей Лагранжа в уравнения
(2.9) может привести либо к тождественному выполнению этих урав-
нений, либо к появлению новых ограничений ϕ

(2)
a (q, p) = 0 на ко-

ординаты и импульсы, которые называются связями второго этапа.
В первом случае теория является непротиворечивой и дальнейших
действий не требуетя. Оставшиеся неопределённые m− n1 множите-
лей Лагранжа так и остаются произвольными. В этом случае задача
Коши не имеет единственного решения в силу произвольности мно-
жителей Лагранжа. Во втором случае нужно добавить связи ϕ(2)

a в
действие (2.5) со своими множителями Лагранжа и повторить выше-
описанную процедуру.

Такая процедура повторяется до тех пор пока либо не найдутся
все множители Лагранжа, либо мы не получим новых ограничений
на координаты и импульсы. Связи, получаемые на втором, третьем,
четвёртом и т.д. этапах называются соответственно связями второго,
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третьего, четвёртого и т.д. этапов и которые все вместе называются
называются вторичными связями.

Обозначим все связи (первичные и вторичные) через ΦA. Тогда
действие в гамильтоновой форме примет окончательный вид

S[qi, pi, λ
A] =

∫ (
piq̇

i −H0(q, p)− λAΦA(q, p)
)
dt. (2.13)

Введём следующую терминологию. Функция A(q, p) называется
величиной первого рода, если её скобки Пуассона со всеми ΦA про-
порциональны связям{

A(q, p),ΦA(q, p)
}
≈ 0. (2.14)

В противном случае функция A(q, p) относится к величинам второго
рода. Согласно этому определению все связи ΦA можно разделить на
связи первого Tα и второго рода χa, независимо от их разделения на
первичные и вторичные

ΦA = (Tα, χa) {Tα,ΦA} = UB
αAΦB . (2.15)

Заметим также, что

{Tα, H0} = V A
α ΦA . (2.16)

Если бы это было не так, то это бы означало, что процедура на-
хождения всех связей ещё не завершена и надо добавить к связям
ΦA ещё связи, генерируемые {Tα, H0}. Заметим, что в общем случае
величины UB

αA и V A
α являются функциями фазовых переменных.

Используя тождество Якоби можно показать, что скобка Пуассона
двух величин первого рода является величиной первого рода.
Действительно, пусть A и B две величины первого рода

{A,ΦA} = fB1AΦB , {B,ΦA} = fB2AΦB . (2.17)

Тогда для их скобки Пуассона имеем

{{A,B},ΦA} = {A, {B,ΦA}}+ {{A,ΦA}, B} =

= {A, fB2AΦB}+ {fB1AΦB, B} =

= {A, fB2A}ΦB + fB2A{A,ΦB}+

+ {fB1A, B}ΦB + fB1A{ΦB, B} ≈ 0 . (2.18)

Перейдём к более детальному рассмотрению теорий со связями
первого и второго рода. Начнём с теорий со связями второго рода.
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Контрольные вопросы

1. Какие связи называются связями первого этапа?

2. Какие связи называются первичными?

3. Какие связи называются вторичными?

4. Какие связи называятся связями первого рода?

5. Какие связи называятся связями второго рода?

6. Является ли гамильтониан величиной первого рода?

Глава 3. Теории со связями второго рода

Теориями со связями второго рода называют теории все связи
которой ΦA — связи второго рода. Это значит, что определитель
матрицы, составленной из скобок Пуассона полной системы связей
‖{ΦA,ΦB}‖, не равен нулю

det ‖{ΦA,ΦB}‖ 6≈ 0, (3.1)

где 6≈ обозначает «не равно, на поверхности связей ΦA = 0».
Аналогично, ≈ будет обозначать «равно, на поверхности связей ΦA =
0». Заметим, что так как матрица ‖{ΦA,ΦB}‖ антисимметрична и её
определитель отличен от нуля, то количество связей второго рода
всегда чётное.

Изучим теории со связями второго рода более детально. Запишем
действие в гамильтоновой форме (2.13)

S =

∫ (
piq̇

i −H0(q, p)− λAΦA(q, p)
)
dt, (3.2)

где индекс i пробегает значения от 1 до n, а индекс A от 1 до m2.
Уравнения движения, следующие из действия (3.2) имеют вид

q̇i =
{
qi, H0

}
+ λA

{
qi,ΦA

}
, (3.3)

ṗi =
{
pi, H0

}
+ λA

{
pi,ΦA

}
, (3.4)

ΦA(q, p) = 0. (3.5)
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Уравнение движения для произвольной величины A(q, p), явно не
зависящей от времени (в том числе для координат qi и импульсов
pi), также можно записать с использованием скобки Пуассона

Ȧ =
{
A,H0

}
+ λA

{
A,ΦA

}
. (3.6)

Из условия сохранения связей во времени Φ̇A ≈ 0

Φ̇B =
{

ΦB, H0

}
+
{

ΦB,ΦC

}
λC ≈ 0 (3.7)

найдём лагранжевы множители λA. Так как определитель матрицы
‖{ΦA,ΦB}‖ не равен нулю (3.1), то эта матрица имеет обратную.
Обозначим обратную матрицу CAB(q, p), CAB{ΦB,ΦC} = δAC и умно-
жим на неё равенство (3.7). В результате получим

λA ≈ −CAB
{

ΦB, H0

}
(3.8)

и, следовательно, мы можем определить все множители Лагранжа.
Подставим найденные множители Лагранжа (3.8) в уравнения дви-
жения (3.6)

Ȧ ≈
{
A,H0

}
−
{
A,ΦA

}
CAB

{
ΦB, H0

}
. (3.9)

Таким образом, в теориях со связями второго рода будет отсутство-
вать функциональный произвол в решении уравнений движения и
решение системы будет определяться только начальными данными.

Уравнения (3.9) также можно записать в следующем компактном
виде

Ȧ =
{
A,H0

}
D
, ΦA = 0, (3.10)

где введена скобка Дирака{
A,B

}
D

=
{
A,B

}
−
{
A,ΦA

}
CAB

{
ΦB, B

}
. (3.11)

Скобка Дирака используется для построения квантовой теории.
Помимо свойств скобки Пуассона, перечисленных на стр. 7, скобка

Дирака обладает дополнительными свойствами. В частности, скобка
Дирака связи второго рода ΦA с любой величиной A равна нулю{

ΦA, A
}
D

=
{

ΦA, A
}
−
{

ΦA,ΦB

}
CBC

{
ΦC , A

}
≡ 0. (3.12)
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Это означает, что в уравнениях движения, записанных с помощью
скобки Дирака, связи второго рода можно полагать равными нулю
до вычисления скобки Дирака.

Ещё одно свойство скобки Дирака связано с изменением набора
связей. Если ΦA и ΨA — два набора эквивалентных связей, опреде-
ляющих одну и туже поверхность в фазовом пространстве (qi, pj), то
скобки Дирака, построенные по этим наборам связей, совпадают на
поверхности связей {

A,B
}
D(Φ)
≈
{
A,B

}
D(Ψ)

. (3.13)

Остальные свойства скобки Дирака можно найти, например, в
книге [1].

Уравнения связей ΦA(q, p) = 0 выделяют в 2n-мерном фазовом
пространстве канонических переменных q и p (2n−m2)-мерную по-
верхность. Мы можем ввести на этой поверхности n −m2/2 пар ка-
нонических координат ξa и импульсов πa. Для этой цели достаточно
решить m2 уравнений связей ΦA(q, p) = 0 в терминах ξa и πa

qi = qi(ξ, π), pi = pi(ξ, π), (3.14)
ΦA(qi(ξ, π), pi(ξ, π)) ≡ 0.

Зная динамику ξa и πa мы можем восстановить динамику qi и pi.
Пространство переменных ξa и πa называется физическим фазовым
пространством или редуцированным фазовым пространством, а са-
ми переменные ξa и πa — физическими переменными. Количество
физических степеней свободы (т.е. количество пар канонически со-
пряжённых физических переменных ξa и πa) в теориях со связями
второго рода определяется как

nф = n−m2/2 , (3.15)

где nф — количество физических степеней свободы, n — полное коли-
чество пар канонических переменных qi и pi, m2 — количество связей
второго рода.

Динамические уравнения для физических переменных можно по-
лучить при помощи подстановки (3.14) в уравнения движения (3.10).
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Эти уравнения могут быть получены из действия

S[ξ, π] =

∫ (
pi(ξ, π)q̇i(ξ, π)−H0(q(ξ, π), p(ξ, π))

)
dt

=

∫ (
πaξ̇

a −Hф(ξ, π)
)
dt, (3.16)

где Hф — физический гамильтониан, а равенство (3.16) — является
равенством для его определения.

Заметим, что скобка Дирака равна скобке Пуассона в физических
переменных ξa и πa

{A,B}D = {A,B}ξ,π =
∂A

∂ξa

∂B

∂πa
− ∂A

∂πa
∂B

∂ξa
. (3.17)

В этих обозначениях уравнения движения для системы со связями
второго рода запишутся для физических переменных в виде

ξ̇a = {ξa, Hф}ξ,π , π̇a = {πa, Hф}ξ,π . (3.18)

Поясним всё сказанное выше на примере. Рассмотрим следующее
действие

S =

∫ (m(ẋ+ ẏ)2

2
− k1x

2

2
− k2y

2

2

)
dt . (3.19)

Определитель матрицы Mij для этой теории равен нулю

det

∥∥∥∥∥ ∂2L
∂ẋ∂ẋ

∂2L
∂ẋ∂ẏ

∂2L
∂ẏ∂ẋ

∂2L
∂ẏ∂ẏ

∥∥∥∥∥ = det

∥∥∥∥1 1
1 1

∥∥∥∥ = 0, (3.20)

следовательно, теория является особенной. Действие расширенной
гамильтоновой системы (2.3) для теории (3.19) имеет вид

Sv =

∫ (
px(ẋ−vx)+py(ẏ−vy)+

m(vx + vy)
2

2
−k1x

2

2
−k2y

2

2

)
dt . (3.21)

Найдём алгебраические уравнения, связывающие импульсы и скоро-
сти,

∂Lv
∂vx

= −px +m(vx + vy) = 0, (3.22)

∂Lv
∂vy

= −py +m(vx + vy) = 0 . (3.23)
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Из этих уравнений видно, что мы не можем одновременно выразить
скорости vx и vy через импульсы px и py, одна из этих скоростей оста-
ётся произвольной и она будет играть роль множителя Лагранжа.
Возьмём в качестве лагранжева множителя скорость vy, а скорость
vx выразим через импульсы

vy = λ, vx =
px
m
− λ (3.24)

и подставим их в действие (3.21). В результате получим действие
теории в гамильтоновой форме (2.5)

SH =

∫ (
pxẋ+ pyẏ −H0 − λT1

)
dt , (3.25)

H0 =
p2
x

2m
+
k1x

2

2
+
k2y

2

2
, (3.26)

T1 = py − px , (3.27)

где H0 является гамильтонианом, а T1 — первичной связью.
Сохранение во времени связи первого этапа приводит к связи T2

второго этапа

Ṫ1 = ṗy − ṗx = k1x− k2y ≡ T2 . (3.28)

Согласно описанной выше процедуре, мы добавим полученную
вторичную связь (3.28) в действие (3.25) со своим лагранжевым мно-
жителем

SH =

∫ (
pxẋ+ pyẏ −H0 − λ1T1 − λ2T2

)
dt , (3.29)

H0 =
p2
x

2m
+
k1x

2

2
+
k2y

2

2
,

T1 = py − px ,
T2 = k1x− k2y .

Уравнения движения, следующие из действия (3.29), имеют вид

ẋ =
px
m
− λ1, ẏ = λ1, (3.30)

ṗx = −k1(x+ λ2), ṗy = k2(λ2 − y), (3.31)
py − px = 0, k1x− k2y = 0. (3.32)
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Уравнения (3.30), (3.31) можно записать с использованием скобки
Пуассона {

A,B
}

=
∂A

∂x

∂B

∂px
+
∂A

∂y

∂B

∂py
− ∂A

∂px

∂B

∂x
− ∂A

∂py

∂B

∂y

ẋ =
{
x,H0

}
+ λi

{
x, Ti

}
ṗx =

{
px, H0

}
+ λi

{
px, Ti

}
ẏ =

{
y,H0

}
+ λi

{
y, Ti

}
ṗy =

{
py, H0

}
+ λi

{
py, Ti

}
где по i = 1, 2 подразумевается суммирование.

Сохранение связей T1 и T2 во времени не приводит к появлению
новых связей, а позволяет определить множители Лагранжа

Ṫi =
{
Ti, H0

}
+
{
Ti, Tj

}
λj = 0,

i = 1 k1x− k2y + (k1 + k2)λ2 = 0,

i = 2
k1px
m
− (k1 + k2)λ1 = 0,

⇒ λ1 =
k1

k1 + k2

px
m
, λ2 =

k2y − k1x

k1 + k2
= 0,

где в последнем равенстве использована связь k2y − k1x = 0. После
подстановки лагранжевых множителей в уравнения (3.30) и (3.31)
получим уравнения

ẋ =
k2

k1 + k2

px
m
, ẏ =

k1

k1 + k2

px
m
, (3.33)

ṗx = −k1x, ṗy = −k2y.

Как следствие, в данной теории в решении уравнений движения
(3.33) будет отсутствовать функциональный произвол. Заметим так-
же, что уравнения связей будут выполнятся во все моменты време-
ни, если они выполняются в начальный момент времени и выполня-
ются уравнения (3.33). Таким образом, мы построили гамильтонову
формулировку для действия (3.19) нашли все связи теории T1 и T2.
Скобка Пуассона этих связей не равна нулю {T1, T2} = k1 + k2 6= 0,
поэтому связи T1 и T2 — это связи второго рода.

Построим скобку Дирака. Для этого вычислим матрицу ‖{Ti, Tj}‖
и ей обратную C ij

‖{Ti, Tj}‖ = (k1 + k2)

∥∥∥∥ 0 1
−1 0

∥∥∥∥ , Cij =
1

k1 + k2

∥∥∥∥0 −1
1 0

∥∥∥∥ .
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Как результат получаем выражение для скобки Дирака через скобку
Пуассона

{A,B}D = {A,B}+

+
1

k1 + k2

(
{A, T1}{T2, B} − {A, T2}{T1, B}

)
.

Можно проверить, что уравнения движения (3.33) также могут быть
записаны (с точностью до уравнений связей) с помощью скобки
Дирака.

Сделаем каноническое преобразование и перейдём от переменных
(x, px; y, py) к переменным (q, p;Q,P )

q = x+ y , p =
k2px + k1py
k1 + k2

, (3.34)

Q =
k2y − k1x

k1 + k2
, P = py − px . (3.35)

Обратное преобразование имеет вид

x =
k2 q

k1 + k2
−Q , px = p− k1 P

k1 + k2
, (3.36)

y =
k1 q

k1 + k2
+Q , py = p+

k2 P

k1 + k2
. (3.37)

В новых переменных уравнения связей имеют вид Q = 0 и P = 0,
а переменные q и p являются физическими. Таким образом, в рас-
сматриваемом примере имеется только одна степень свободы.

Вычислим скобки Дирака для новых переменных и получим, что
единственная отличная от нуля скобка — это

{q, p}D = {q, p} = 1. (3.38)

Теперь найдём гамильтониан H0 в новых переменных

H0 =
1

2m

(
p− k1

k1 + k2
P
)2

+
k1k2

2(k1 + k2)
q2 +

k1 + k2

2
Q2 (3.39)

Как результат физический гамильтониан, для рассматриваемого
примера, имеет вид

Hф =
1

2m
p2 +

k1k1

2(k1 + k2)
q2. (3.40)
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С учётом уравнений связей, уравнения движения для физических
переменных

q̇ = {q,Hф} =
p

m
, ṗ = {p,Hф} = − k1k2 q

k1 + k2
(3.41)

могут быть получены из действия

S =

∫ (
pq̇ −Hф}

)
dt . (3.42)

Теперь перейдём к более детальному рассмотрению теорий со свя-
зями первого рода.

Контрольные вопросы

1. Какие теории называют теориями со связями второго рода?

2. Может ли количество связей второго рода быть нечётным?

3. Чему равна скобка Дирака любой величины со связью второго
рода?

4. По какой формуле находится количество физических степеней
свободы в теориях со связями второго рода?

5. Вычислите физический гамильтониан (3.40).

Глава 4. Теории со связями первого рода

Теории со связями первого рода это такие теории, в которых все
связи ΦA являются связями первого рода. Обозначим связи первого
рода как Tµ(q, p) и запишем действие (2.13)

S =

∫ (
piq̇

i −H0(q, p)− λµTµ(q, p)
)
dt, (4.1)

где индекс i пробегает значения от 1 до n, а индекс µ от 1 до m1.
Так как, по предположению, связи второго рода отсутствуют, то

для связей Tµ и гамильтониана H0 соотношения (2.15) и (2.16) запи-
шутся в виде

{Tα, Tβ} = Uµ
αβ Tµ , {Tµ, H0} = V ν

µ Tν , (4.2)
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которые называются соотношениями инволюции.
Из уравнений движения для обобщённых координат и импульсов,

следующих из действия (4.1),

q̇i =
{
qi, H0

}
+ λµ

{
qi, Tµ

}
, (4.3)

ṗi =
{
pi, H0

}
+ λµ

{
pi, Tµ

}
, (4.4)

Tµ(q, p) = 0 (4.5)

можно получить уравнение движения для любой функции фазовых
переменных и времени A(q, p, t)

Ȧ =
{
A,H0

}
+ λµ

{
A, Tµ

}
+
∂A

∂t
. (4.6)

Однако теперь, так как {Tµ, Tν} ≈ 0 в силу соотношений инволю-
ции (4.2), условия сохранения связей во времени Ṫµ ≈ 0 не позво-
ляют определить ни один из множителей Лагранжа и все они оста-
ются произвольными. Поэтому задав начальные данные qi(t0), pi(t0)
мы не получим единственного решения задачи Коши для уравнений
(4.3)–(4.5), решение этих уравнений также будет зависеть от выбора
произвольных функций времени — лагранжевых множителей λµ(t).
Таким образом, при одних и тех же начальных данных qi(t0), pi(t0)
мы в качестве решения задачи Коши получаем набор (континуум)
траекторий и эти решения «нумеруются» различными наборами мно-
жителей Лагранжа.

Заметим, что начальные данные qi(t0), pi(t0) полностью опреде-
ляют состояние физической системы в начальный момент времени.
Естественно ожидать, что с помощью уравнений движения (4.3)–(4.5)
мы можем определить состояние физической системы в любой другой
момент времени. Поэтому положим по определению, что весь набор
траекторий, в действительности, описывает одно и тоже физическое
состояние системы, то есть, одно и тоже состояние физической си-
стемы можно задавать различными qi(t) и pi(t), принадлежащими
одному и тому же набору (классу эквивалентности) траекторий.

Расмотрим эволюцию произвольной физической величины A со
временем. Пусть в начальный момент времени она имела значение
A(t0). Изменяясь со временем согласно уравнению движения (4.6), в
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момент времени t = t0 + δt она будет иметь значение

A(t) = A(t0) + Ȧ(t0)δt. (4.7)

Разность между значениями величины A в момент времени t, со-
ответствующий двум различным выборам лагранжевых множителей
λµ(t) и λ′µ(t) есть

δA = A(t;λ′)− A(t;λ) = {A, Tµ}εµ , (4.8)

где εµ = (λ′−λ)δt. Это значит, что преобразования (4.8) не изменяют
физическое состояние.

Можно проверить, что действие (4.1) инвариантно относительно
преобразований фазовых переменных и лагранжевых множителей

δεq
i = {qi, Tµ}εµ ,

δεpi = {pi, Tµ}εµ ,
δελ

µ = ε̇µ + Uµ
αβλ

βεα + V µ
α ε

α (4.9)

с произвольными инфинитезимальными параметрами εµ. Именно на-
личие этого преобразования симметрии действия (4.1) объясняет
неоднозначность решения задачи Коши для уравнений (4.3)–(4.5).
Все физически эквивалентные решения уравнений (4.3)–(4.5) оказы-
ваются связанными преобразованиями (4.9).

Для практических вычислений удобно выделить каким-либо спо-
собом из каждого класса эквивалентности по одному представи-
телю. Так как у нас в решении есть m1 произвольных функ-
ций λµ(t), то очеидно, необходимо m1 дополнительных условий2

χν(qi, pi, t;λ
µ, λ̇µ, . . .) = 0, которым должны удовлетворять предста-

вители каждого класса эквивалентности. Для того, чтобы эти допол-
нительные условия действительно выделяли по одному представите-
лю из каждого класса эквививалентности необходимо, чтобы они не
были инвариантны относительно преобразований (4.9)

δεχ
ν = {χν, Tµ}εµ 6= 0 ⇒ det{χν, Tµ} 6= 0 . (4.10)

Если накладываемые дополнительные условия зависят только от ка-
нонических переменных χν(qi, pi), то такие калибровки называются

2 Эти условия также называются калибровочными условиями или просто — калибровками.
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каноническими. В дальнейшем мы будем рассматривать только ка-
нонические калибровки.

После наложения калибровок система становится эквивалентной
системе со связями второго рода и её динамика может быть получена
из действия

S =

∫ (
piq̇

i −H0(q, p)− λµTµ − πνχν
)
dt, (4.11)

где πν — дополнительные лагранжевы множители3.
Дальнейшее рассмотрение теорий со связями первого рода анало-

гично рассмотрению теорий со связями второго рода.
Обобщим формулу для подсчёта количества степеней свободы

(3.15) на случай теории со связями первого и второго рода

nф = n−m1 −m2/2 , (4.12)

где nф — количество физических степеней свободы, n — полное коли-
чество пар канонических переменных qi и pi, m1 — количество связей
первого рода, m2 — количество связей второго рода.

В заключение данного параграфа приведём пример построения
гамильтонова формализма для теории со связями первого рода.

Рассмотрим действие свободной релятивистской частицы в про-
странстве Минковского, которое возьмём в виде

S =

∫ ( 1

2e
ηµνẋ

µẋν − 1

2
em2

)
dt. (4.13)

В действии (4.13) интеграл берётся вдоль мировой линии частицы.
Примем в качестве временно́й переменной параметр интегрирования
t. Так как в действие (4.13) не входит производная e по времени,
то очевидно, что определитель матрицы Mij для данного действия
равен нулю, т.е. теория является особенной.

Построим гамильтонову формулировку этой теории по процеду-
ре описанной выше. Действие расширенной гамильтоновой системы
(2.3) для релятивистской частицы примет вид

S =

∫ (
pµ(ẋµ − vµ) + p(ė− v) +

1

2e
ηµνv

µvν − 1

2
em2

)
dt. (4.14)

3 Отметим, что в общем случае калибровочные условия могут зависеть от всех переменных,
в том числе и от новых лагранжевых множителей πν .
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Отсюда находим уравнения связывающие импульсы и скорости

pµ =
1

e
vµ, p = 0. (4.15)

Скорости vµ можно выразить через импульсы pµ

vµ = epµ, (4.16)

и подставить в действие (4.14), в то время как скорость v выра-
зить невозможно и она играет роль лагранжевого множителя v = λ.
Результат имеет вид

S =

∫ (
pµẋ

µ + pė−H0 − λT1

)
dt (4.17)

H0 =
1

2
e(pµp

µ +m2) (4.18)

T1 = p. (4.19)

Таким образом, мы получили гамильтониан H0 и первичную связь
T1.

Сохранение во времени первичной связи T1 приводит к связи вто-
рого этапа

Ṫ1 = ṗ = −1

2
(pµp

µ +m2) = 0. (4.20)

Выберем связь второго этапа в виде T2 = pµp
µ + m2 и добавим её в

действие (4.17) со своим лагранжевым множителем

S =

∫ (
pµẋ

µ + pė−H0 − λ1T1 − λ2T2

)
dt (4.21)

H0 =
1

2
e(pµp

µ +m2) (4.22)

T1 = p, T2 = pµp
µ +m2. (4.23)

Уравнения движения, следующие из действия (4.21), имеют вид

ė = λ1, ṗ = −1
2(pµp

µ +m2), (4.24)
ẋµ = (e+ 2λ2) p

µ, ṗµ = 0, (4.25)
p = 0, pµp

µ +m2 = 0. (4.26)
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Уравнения Гамильтона (4.24) и (4.25) можно записать с использова-
нием скобки Пуассона{

A,B
}

=
∂A

∂xµ
∂B

∂pµ
+
∂A

∂e

∂B

∂p
− ∂A

∂pµ

∂B

∂xµ
− ∂A

∂p

∂B

∂e
(4.27)

ė =
{
e,H0

}
+ λi

{
e, Ti

}
ṗ =

{
p,H0

}
+ λi

{
p, Ti

}
ẋµ =

{
xµ, H0

}
+ λi

{
xµ, Ti

}
ṗµ =

{
pµ, H0

}
+ λi

{
pµ, Ti

}
Условия сохранений связей во времени выполняются тождествен-

но, при выполнении уравнений движения, и, как следствие, не при-
водят к появлению новых связей и не позволяют определить лагран-
жевы множители λi. Таким образом связи T1 и T2 — это все связи
теории. Скобка Пуассона связей равна нулю {T1, T2} = 0, поэтому
связи T1 и T2 — это связи первого рода. Соотношения инволюции
(4.2) для рассматриваемой системы имеют вид

{T1, T2} = 0, {T1, H0} = −1
2 T2, {T2, H0} = 0. (4.28)

Так как лагранжевы множители λi остались произвольными, то
решение уравнений (4.24) и (4.25) будет содержать функциональный
произвол, связанный с этими лагранжевыми множителями. Поэтому
одни и теже начальные данные будут давать целый класс (физиче-
ски эквивалентных) решений. Наличие этого произвола в решении
объясняется тем, что действие (4.21) инвариантно относительно пре-
образований

δe = ε1, δp = 0, δλ1 = ε̇1, (4.29)
δxµ = 2pµε2, δpµ = 0, δλ2 = ε̇2 − 1

2ε1, (4.30)

которые являются преобразованиями (4.9) для рассматриваемой тео-
рии.

Для того чтобы выделить из каждого класса эквивалентности по
одной траектории необходимо наложить дополнительные условия.
Так как преобразования с параметром ε2 не влияют на преобразо-
вания e, p и λ1 (4.29), то мы можем сначала зафиксировать симмет-
рию, которая генерируется связью T1. Для этого надо выбрать до-
полнительное условие χ1, такое, что {χ1, T1} 6= 0. Возьмём его в виде
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χ1 = e− 1. После этого можно показать, что канонически сопряжён-
ные переменные e и p выпадают из действия и его можно записать
как

S =

∫ (
pµẋ

µ −NT2

)
dt, (4.31)

T2 = pµp
µ +m2, N = λ1 + 1

2 . (4.32)

Теперь зафиксируем оставшуюся симметрию, генериремую связью
T2. Выберем дополнительное условие в виде

χ2 = x0 − t = 0, {χ2, T2} = 2p0 6= 0 (4.33)

и запишем действие (4.31) с калибровочным условием (4.33)

S =

∫ (
pµẋ

µ −NT2 − πχ2

)
dt. (4.34)

Уравнения движения, следующие из этого действия, имеют вид

ẋµ = 2Npµ, ṗµ = −πδ0
µ, (4.35)

pµp
µ +m2 = 0, x0 = t. (4.36)

Из условий сохранения во времени связи T2 и дополнительного усло-
вия χ2 найдём лагранжевы множители

Ṫ2 = π{T2, χ2} = −2πp0 = 0 ⇒ π = 0,

χ̇2 =
∂χ2

∂t
+N{χ2, T2} = −1 + 2Np0 = 0 ⇒ N =

1

2p0

и подставляя их в уравнения движения (4.35) получим уравнения
движения для свободной релятивистской частицы

ẋµ = pµ/p0, ṗµ = 0. (4.37)

Выберем в качестве физических переменных пространственные
координаты xi и канонически сопряжённые им импульсы pi. Тогда
действие (3.16) для свободной релятивистской частицы в физических
переменных примет вид

S =

∫ (
piẋ

i −
√
p2
i +m2

)
dt, (4.38)

где p0 = −p0 = Hф =
√
p2
i +m2 — энергия частицы.

Перейдём к примерам построения гамильтоновых формулировок
различных физических теорий.
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Контрольные вопросы

1. Какие теории называются теориями со связями первого рода?

2. Какие соотношения называют соотношениями инволюции?

3. Проверить, что действие (4.1) инвариантно относительно преоб-
разований (4.9).

4. По какой формуле расчитывается количество физических сте-
пеней свободы в теориях со связями первого и второго рода?

5. Получите действие для свободной релятивистской частицы в фи-
зических переменных (4.38).

Глава 5. Гамильтонова формулировка для
электродинамики

Рассмотрим электродинамику Максвелла. Действие для электро-
магнитного поля можно записать в виде

S = −1

4

∫
FαβF

αβ d4x, (5.1)

где Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα — напряжённость электромагнитного по-
ля, а Aα — четырёхмерный потенциал электромагнитного поля.
Напряжённость и, как следствие, действие (5.1), инвариантны отно-
сительно преобразований потенциала

δAµ = ∂µε. (5.2)

Выделим в действии (5.1) производные по времени в явном виде

S = −1

4

∫
FαβF

αβ d4x = −1

4

∫ (
2F0iF

0i + FijF
ij
)
d4x

=

∫ (
1
2(Ȧi − ∂iA0)

2 − 1
4F

2
ij

)
d4x, (5.3)

где Ȧi = ∂0Ai, и построим действие расширенной гамильтоновой си-
стемы (2.3)

SV =

∫
d4x
(
pµ(Ȧµ − Vµ) + 1

2(Vi − ∂iA0)
2 − 1

4F
2
ij

)
(5.4)
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Из уравнений, связывающих скорости и импульсы,
δSV
δV0

= −p0 = 0, (5.5)

δSV
δVi

= −pi + Vi − ∂iA0 = 0 (5.6)

видно, что мы можем выразить через импульсы только скорости Vi,
а скорость V0 остаётся произвольной. Вводя обозначения

p0 = p, A0 = A, V0 = λ1, (5.7)

действие (2.5) с первичными связями запишется в виде

S =

∫
d4x
(
pȦ+ piȦi −H0 − λ1T1

)
(5.8)

H0 =
1

2
p2
i +

1

4
F 2
ij − A∂ipi

T1 = p

Сохранение первичной связи во времени даёт связь второго этапа

Ṫ1 = ∂ipi ≡ T2 = 0. (5.9)

Добавим вторичную связь в действие (5.8) со своим лагранжевым
множителем

S =

∫
d4x
(
pȦ+ piȦi −H0 − λ1T1 − λ2T2

)
(5.10)

и, повторяя процедуру поиска новых связей, получим

Ṫ1 = T2 ≈ 0, Ṫ2 ≡ 0. (5.11)

Таким образом T1 и T2 это все связи теории и это связи первого рода,
т.к. {T1, T2} = 0 и, согласно формуле (4.12), рассматриваемая система
имеет две степени свободы. Соотношения инволюции (4.2) имеют вид

{T1, T2} = 0, {T1, H0} = T2, {T2, H0} = 0. (5.12)

Используя (5.12), запишем преобразования симметрии действия
(5.10)

δA = ε1, δp = 0, δλ1 = ε̇1,

δAi = −∂iε2, δpi = 0, δλ2 = ε̇2 + ε1. (5.13)
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Преобразования симметрии с параметром ε2 не влияют на A, p и λ1 и
поэтому, так же как и в случае релятивистской частицы, мы можем
фиксировать симметрию постепенно. Зафиксируем сначала симмет-
рию, генерируемую связью T1. Для этого наложим дополнительное
условие χ1 = A = 0, {χ1, T1} = 1 6= 0. После частичной фиксации
калибровки, аналогично случаю релятивистской частицы, канониче-
ски сопряжённые переменные A и p станут равны нулю, и действие
примет вид

S =

∫
d4x
(
piȦi −H ′0 − λ2T2

)
, (5.14)

H ′0 =
1

2
p2
i +

1

4
F 2
ij, T2 = ∂ipi.

Заметим, что остаточная симметрия действия есть

δAi = −∂iε2, δpi = 0, δλ2 = ε̇2 (5.15)

и, если положить λ2 = −A0, то преобразования для полей Aµ =
(−λ2, Ai) совпадут с (5.2). Для дальнейшей фиксации симмет-
рии (5.15) наложим дополнительное условие χ2 = ∂iAi = 0.
Калибровочные условия χ1 = A0 = 0 и χ2 = ∂iAi = 0 называют-
ся кулоновской калибровкой. Заметим, что лоренцевской калибровке
соответствует условие χ2 = λ̇2 +∂iAi = 0, но эта калибровка не явля-
ется канонической и здесь мы её рассматривать не будем. Действие,
в котором симметрия полностью зафиксирована, имеет вид

S =

∫
d4x
(
piȦi − 1

2 p
2
i − 1

4 F
2
ij − λ2∂

ipi − π2∂
iAi

)
. (5.16)

Из уравнений движения

Ȧi = pi − ∂iλ2, ṗi = ∂jFji + ∂iπ2, (5.17)
∂iAi = 0, ∂ipi = 0 (5.18)

можно определить множители Лагранжа. При нулевых граничных
условиях получим, что λ2 = π2 = 0. Физическими перемеными в
свободной электродинамике будут две трёхмерно поперечные компо-
ненты Ai и две трёхмерно поперечные компоненты pi, для которых
условия трёхмерной поперечности (5.18) выполняются тождественно.

29



Контрольные вопросы

1. Построёте действие для расширенной гамильтоновой системы
(5.4).

2. Проверьте выполнение соотношения (5.9).

3. Проверьте, что действие (5.10) инвариантно относительно пре-
образований (5.13).

4. Проверьте, что действие (5.14 инвариантно относительно преоб-
разований (5.15).

5. Какие величины являются физическими в кулоновской калиб-
ровке?

Глава 6. Гамильтонова формулировка для массивного
векторного поля

Массивное векторное поле спина 1 можно описать с помощью
лагранжиана Прока, который имеет вид

S =

∫
d4x

(
−1

4
FαβF

αβ − m2

2
AαA

α

)
, (6.1)

где Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα. В отличие от действия для электромагнит-
ного поля (5.1), действие (6.1) не инвариантно относительно преоб-
разований (5.2) из-за присутствия массового члена в действии.

Выделим в действии (6.1) производные по времени в явном виде

S =

∫ (
−1

2F0iF
0i − 1

4FijF
ij − 1

2m
2AαA

α
)
d4x

=

∫ (
1
2(Ȧi − ∂iA0)

2 − 1
4F

2
ij − 1

2m
2AαA

α
)
d4x, (6.2)

где Ȧi = ∂0Ai, и построим действие расширенной гамильтоновой си-
стемы (2.3)

SV =

∫
d4x
(
P µ(Ȧµ − Vµ) + 1

2(Vi − ∂iA0)
2 −

− 1
4F

2
ij − 1

2m
2AαA

α
)

(6.3)

30



Из уравнений, связывающих скорости и импульсы,

δSV
δV0

= −P 0 = 0, (6.4)

δSV
δVi

= −P i + Vi − ∂iA0 = 0 (6.5)

видно, что мы можем выразить через импульсы только скорости Vi,
а скорость V0 остаётся произвольной. Вводя обозначения

P 0 = P, A0 = A, V0 = λ1, (6.6)

действие (2.5) с первичными связями запишется в виде

S =

∫
d4x
(
PȦ+ PiȦi −H0 − λ1T1

)
, (6.7)

H0 = 1
2P

2
i + 1

4F
2
ij + 1

2m
2A2

i − A∂iPi − 1
2m

2A2,

T1 = P.

Сохранение первичной связи во времени даёт связь второго этапа

Ṫ1 = Ṗ = m2A+ ∂iPi ≡ T2 = 0. (6.8)

Добавим вторичную связь в действие (6.7) со своим лагранжевым
множителем

S =

∫
d4x
(
PȦ+ PiȦi −H0 − λ1T1 − λ2T2

)
(6.9)

и, повторяя процедуру поиска новых связей, получим

Ṫ1 = T2 − λ2m
2 ≈ −λ2m

2 6≈ 0,

Ṫ2 = m2(λ1 + ∂iAi) 6≈ 0. (6.10)

Так как связи должны сохраняться во все моменты времени, то (6.10)
являются уравнениями для нахождения лагранжевых множителей

λ1 = −∂iAi, λ2 = 0. (6.11)

Таким образом мы определили все множители Лагранжа и T1 и T2

это все связи теории и это связи второго рода, т.к. {T1, T2} = m2 6= 0.

31



Согласно формуле (4.12), рассматриваемая система имеет три степе-
ни свободы.

Выберем в качестве физических переменных пространственные
компоненты вектора Ai и канонически сопряженные им компоненты
импульса Pi. Тогда оставшиеся переменные выражаются через фи-
зические как A = − 1

m2∂
iPi и P = 0. Подставляя их в действие (6.9)

получим действие (3.16) для физических переменных

S =

∫
d4x
(
PiȦi −Hф

)
,

Hф =
1

2
P 2
i +

1

2m2
(∂iPi)

2 +
1

4
F 2
ij +

1

2
m2A2

i , (6.12)

где Hф — физический гамильтониан.

Контрольные вопросы

1. Относительно каких преобразований действие (6.1) инвариант-
но?

2. Постройте действие для расширенной гамильтоновой системы
(6.3).

3. Проверьте выполнение соотношения (6.8).

4. Получите физический гамильтониан (6.12).

5. Какие величины являются физическими для массивного вектор-
ного поля спина 1?

Глава 7. Гамильтонова формулировка для теории поля
Янга-Миллса

Рассмотрим векторное поле, принимающее значения в алгебре Ли
некоторой компактной полупростой группы

Aµ(x) = Aa
µ(x)ta, (7.1)

где ta — генераторы рассматриваемой группы, а индекс a пробегает
значение от 1 до r, r — размерность группы. Такие поля Aµ называют
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полями Янга-Миллса и они являются обобщением электромагнитно-
го поля, которое получается, если в качестве группы взять U(1). Не
останавливаясь на подробном изложении теории поля Янга-Миллса,
которое можно найти в других учебниках, например, в [2], приведём
здесь только те факты, которые необходимы для дальнейшего изло-
жения. Будем считать, что генераторы группы могут быть реализо-
ваны эрмитовыми матрицами (T a)+ = T a, которые удовлетворяют
соотношениям

tr(T aT b) = 1
2δ
ab, [T a, T b] = ifabcT c, (7.2)

где структурные константы fabc абсолютно антисимметричны и удо-
влетворяют тождеству

fabcf cde + fadcf ceb + faecf cbd ≡ 0 (цикл по b, d, e).

Действие для поля Янга-Миллса записывается в виде

L = −1

2

∫
Tr GµνG

µνd4x = −1

4

∫
Ga
µνG

aµνd4x (7.3)

Gµν = Ga
µνT

a,

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcAb
µA

c
ν = −Ga

νµ,

где Gµν — напряжённость поля Янга-Миллса. Действие (7.3) инвари-
антно относительно преобразований

δAa
µ = ∂µε

a + gfabcAb
µε

c ≡ Dµε
a, (7.4)

при этом напряжённость преобразуется как

δGa
µν = gfabcGb

µνε
c. (7.5)

Построим действие расширенной гамильтоновой системы (2.3)

SV =

∫
d4x
(
paµ(Ȧa

µ − V a
µ ) +

+ 1
2(V a

i − ∂iAa
0 + gfabcAb

0A
c
i)

2 − 1
4G

a 2
ij

)
. (7.6)

Из уравнений, связывающих скорости и импульсы,
δSV
δV a

0

= −pa0 = 0, (7.7)

δSV
δV a

i

= −pai + V a
i − ∂iAa

0 + gfabcAb
0A

c
i = 0 (7.8)
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видно, что мы можем выразить через импульсы только скорости V a
i ,

а скорость V a
0 остаётся произвольной. Вводя обозначения

pa0 = pa, Aa
0 = Aa, V a

0 = λa1, (7.9)

действие (2.5) с первичными связями запишется в виде

S =

∫
d4x
(
paȦa + pai Ȧ

a
i −H0 − λa1T a1

)
(7.10)

H0 =
1

2
(pai )

2 +
1

4
(Ga

ij)
2 − AaDipai

Dipai ≡ ∂ip
a
i + gfabcAb

ip
c
i

T a1 = pa

Сохранение первичных связей во времени даёт связи второго этапа

Ṫ a1 = Dipai ≡ T a2 = 0. (7.11)

Добавим вторичные связи в действие (7.10) со своими лагранже-
выми множителями

S =

∫
d4x
(
paȦa + pai Ȧ

a
i −H0 − λa1T a1 − λa2T a2

)
. (7.12)

Уравнения движения для полей и импульсов, при условии выпол-
нения связей, имеют вид

Ȧa = λa1, Ȧa
i = pai +DiA

a −Diλ
a
2,

ṗa = Dipai , ṗai = DjG
a
ji + gfabcpbi(A

c − λc2),
где

DiA
a ≡ ∂iA

a + gfabcAb
iA

c DjG
a
ji ≡ ∂jG

a
ji + gfabcAb

jG
c
ji

Diλ
a
2 ≡ ∂iλ

a
2 + gfabcAb

iλ
c
2

Повторяя процедуру поиска новых связей, получим

Ṫ a1 = T a2 ≈ 0, Ṫ a2 = gfabcT b2 (Ac − λc2) ≈ 0 (7.13)

и, следовательно, T a1 и T a2 — это все связи теории и это связи первого
рода. Соотношения инволюции (4.2) имеют вид

{T a1 , T b1} = 0, {T a1 , T b2} = 0, (7.14)
{T a1 , H0} = T a2 , (7.15)

{T a2 , T b2} = gfabcT c2 {T a2 , H0} = gfabcT b2A
c. (7.16)

34



Согласно формуле (4.12), рассматриваемая система имеет 2r степени
свободы.

Используя (7.14)–(7.16), запишем преобразования симметрии (4.9)
действия (7.12)

δAa = εa1, δpa = 0, (7.17)
δAa

i = −Diε
a
2, δpai = gfabcεb2p

c
i , (7.18)

δλa1 = ε̇a1, δλa2 = ε̇a2 + gfabcεb2(λ
c
2 − Ac) + εa1. (7.19)

Преобразования симметрии с параметром εa2 не влияют на Aa, pa и λa1
и поэтому, так же как и в случае релятивистской частицы, мы можем
фиксировать симметрию постепенно. Зафиксируем сначала симмет-
рию, генерируемую связью T a1 . Для этого наложим дополнительное
условие χa1 = Aa = 0, {χa1, T b1} = δab 6= 0. После частичной фиксации
калибровки, аналогично случаю релятивистской частицы, канониче-
ски сопряжённые переменные Aa и pa станут равны нулю, и действие
примет вид

S =

∫
d4x
(
pai Ȧ

a
i −H ′0 − λa2T a2

)
, (7.20)

H ′0 = 1
2 p

a2
i + 1

4 G
a 2
ij , T a2 = Dip

a
i .

Заметим, что остаточная симметрия действия есть

δAa
i = −Diε

a
2, δpai = gfabcεb2p

c
i , (7.21)

δλa2 = ε̇a2 + gfabcεb2λ
c
2.

Для дальнейшей фиксации симметрии (7.21) можно наложить до-
полнительное условие4 χ2 = ∂iAi = 0. Действие в виде (7.20) обычно
используется для квантования теории поля Янга-Миллса.

Построение гамильтоновой формулировки теории поля Янга-
Миллса для действия

L = −1

2

∫ (
∂µA

a
ν − ∂νAa

µ + gfabcAb
µA

c
ν − 1

2G
a
µν

)
Gaµνd4x, (7.22)

в котором Aa
µ и Ga

µν считаются независимыми, можно найти в кни-
ге [3].

4 В данном пособии мы не рассмвтриваем проблему неоднозначностей Грибова.
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Контрольные вопросы

1. Проверьте инвариантность действия (7.3) относительно преоб-
разований (7.4).

2. Выведите закон преобразования для напряжённости поля Янга-
Милса (7.5) относительно преобразований (7.4).

3. Проверьте выполнение соотношения (7.11).

4. Проверьте инвариантность действия (7.12) относительно преоб-
разований (7.17)–(7.19).

5. Проверьте инвариантность действия (7.20) относительно преоб-
разований (7.21).

Глава 8. Гамильтонова формулировка для гравитации

Действие Эйнштейна для гравитационного поля без материальных
полей имеет вид

S =

∫ √
−g R d4x, (8.1)

где g = det gµν, R — скалярная кривизна, R = gµνRµν, Rµν = ∂αΓαµν−
∂µΓανα + ΓαµνΓ

β
αβ − ΓαµβΓβνα, [∇α,∇β]V µ = Rµ

ναβV
ν.

При построении гамильтоновой формулировки мы будем предпо-
лагать, что роль времени играет координата x0 и будем использовать
удобную параметризацию метрики gµν = (gab = γab, g0a = Na, g00 =
−N 2 + NaN

a) предложенную Арновиттом, Дезером и Мизнером[4]
(АДМ). Здесь индексы a, b, . . . пробегают значения 1, 2, 3, γab — мет-
рика трёхмерной пространственно подобной поверхности x0 = const.
Пространственные индексы поднимаются с помощью γab — обрат-
ной к γab метрике γabγbc = δac , Na = γabNb. Функция N называется
функция хода (lapse function), функция Na — функция сдвига (shift
function). Разложение обратной четырёхмерной метрики имеет вид
gµν = (gab = γab −NaN b/N2, g0a = Na/N2, g00 = −1/N2).

36



Найдем выражение для действия (8.1) в параметризации АДМ.
Во-первых заметим, что det gµν не зависит от функции хода Na

∂g

∂Na
= g gµν

∂gµν
∂Na

= g
(
g00 ∂g00

∂Na
+ 2g0b ∂g0b

∂Na

)
=

= g
(
− 1

N 2
2Na + 2

N b

N 2
δab

)
= 0.

Поэтому det gµν можно вычислить, положив сразу Na = 0. В резуль-
тате получим, что

det gµν = −N 2 det γab и
√
−g = N

√
γ (8.2)

Теперь найдём символы Кристоффеля в параметризации АДМ.
Для этого предварительно выразим γ̇ab и γ̇ab черезKab = N−1(N(a;b)−
1
2 γ̇ab) — тензор внешней кривизны поверхности x0 = const. Получим

γ̇ab = −2NKab +Na;b +Nb;a,

γ̇ab = 2NKab −Na;b −N b;a, (8.3)

где использованы следующие соотношения

γabγbc = δac ⇒ γ̇abγbc + γabγ̇bc = 0 ⇒ γ̇ab = −γacγbdγ̇cd
В качестве примера вычислим Γ0

00. Имеем

Γ0
00 =

1

2
g0α
(

2gα0,0 − g00,α

)
=

=
1

2
g00g00,0 +

1

2
g0a
(

2ga0,0 − g00,a

)
=

= − 1

2N 2

d

dt

(
−N 2 + γabNaNb

)
=

+
Na

2N 2

(
2Ṅa − (−N 2 +NbN

b);a

)
=

=
Ṅ

N
−

�
�
�
��NaṄa

N 2
− NaNb

2N 2
γ̇ab +

+
�
�
�
��NaṄa

N 2
+
NaN;a

N
− NaN bNb;a

N 2
=

=
Ṅ

N
− NaNb

N 2

(
NKab −���

N b;a
)

+
NaN;a

N
−

��
���

��NaN bNb;a

N 2
=

=
Ṅ

N
+
NaN;a

N
−Kab

NaN b

N
,
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где точка с запятой обозначает коваринтное дифференцирование от-
носительно трёхмерной метрики. Аналогично вычисляются осталь-
ные символы Кристоффеля. Результат имеет вид

Γ0
ab = − 1

N
Kab ,

Γ0
0a =

N;a

N
− N b

N
Kab ,

Γcab = γcab +
N c

N
Kab ,

Γc0a = N c
;a −

N cN;a

N
+NKab

(
N bN c

N 2
− γbc

)
,

Γ0
00 =

Ṅ

N
+
NaN;a

N
−Kab

NaN b

N
,

Γa00 = Ṅa −Na Ṅ

N
− 2NKabNb +KbcN

aN
bN c

N
+

+NN ;a −NaN bN;b

N
+Na

;cN
c,

где γcab — символы Кристоффеля построенные по трёхмерной метрике
γab. Для дальнейших вычислений также полезно найти

Γβ0β =
Ṅ

N
+Na

;a −NK, Γβaβ = γbab +
N;a

N
,

γ̇bab = (N b
;b −NK);a.

Теперь вычислим компоненты тензора Риччи

Rab = R
(3)
ab +KKab − 2KacK

c
b +

+
1

N

(
N cKab;c +KacN

c
;b +KbcN

c
;a −N;ab − K̇ab

)
R0a = N b

(
R

(3)
ab +KKab − 2KacK

c
b

)
+N

(
K;a −Kb

a;b

)
+

+
N b

N

(
N cKab;c +KacN

c
;b +KbcN

c
;a −N;ab − K̇ab

)
=

= N bRab +N
(
K;a −Kb

a;b

)
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R00 = NaN b
(
R

(3)
ab +KKab − 2KacK

c
b

)
+

+
NaN b

N

(
N cKab;c + 2KacN

c
;b −N;ab − K̇ab

)
+

+NN ;a
;a +NNa

(
K;a − 2Kb

a;b

)
+

−N 2KabKab +NK̇ =

= NaN bRab +NN ;a
;a +NNa

(
K;a − 2Kb

a;b

)
−

−N 2KabKab +NK̇,

скалярную кривизну

R = g00R00 + 2g0aR0a + gabRab =

= − 1

N 2
R00 +

2Na

N 2
R0a +

(
γab − NaN b

N 2

)
Rab =

= γabRab +
1

N

(
NKabKab +NaK;a −N ;a

;a − K̇
)

=

= R(3) +K2 +KabK
ab +

2

N

(
NaK;a −N ;a

;a − K̇
)
,

где R(3)
ab и R(3) — тензор Риччи и скалярная кривизна поверхности

x0 = const. Наконец, получим
√
−gR = N

√
γ
[
R(3) +KabK

ab −K2
]

+

+ 2∂a(
√
γ{NaK −N ;a})− 2∂0(

√
γK),

где при получении последнего равенства использовано

∂0
√
γ =
√
γ (N c

;c −NK) ∂a
√
γ =
√
γ γbab (8.4)

Подставляя найденное выше в действие для гравитационного поля
найдём с точностью до полной производной

S =

∫
d4xLАДМ,

LАДМ = N
√
γ
[
R(3) +KabK

ab −K2
]
. (8.5)
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Приступим к построению канонической формулировки теории.
Запишем действие расширенной гамильтоновой системы (2.3)

SV =

∫
d4x

(
P (Ṅ − V ) + Pa(Ṅ

a − V a) + πab(ġab − vab) +

+N
√
γ
[
R(3) +Kv abK

ab
v −K2

v

])
(8.6)

Kv ab = N−1(N(a;b) − 1
2vab) Kv = γabKv ab

и попытаемся выразить скорости через импульсы

δS

δV
= −P = 0,

δS

δV a
= −Pa = 0, (8.7)

δS

δvab
= −πab −√γ[Kab − γabK]. (8.8)

Из (8.7) видно, что скорости V и V a невозможно выразить через
импульсы и они остаются произвольными. Эти скорости играют роль
лагранжевых множителей для первичных связей P = 0 и Pa = 0.
Выразим оставшиеся скорости vab через импульсы πab. Имеем

K =
π

2
√
γ

Kab =
1
√
γ

(γabπ − 2πab) π = γabπ
ab

vab =
N
√
γ

(2πab − γabπ)− 2N(a;b)

После подстановки скоростей vab в действие (8.6) получим

SV =

∫
d4x
(
PṄ + PaṄ

a + πabġab

−NT −NaTa − V P − VaP a
)

(8.9)

T =
1

2
√
γ

(2πabπab − π2)−√γR(3) (8.10)

Ta = −2πba;b (8.11)

Условия сохранения первичных связей во времени Ṗ = 0 и Ṗ a = 0
приводят ко вторичным связям

T = 0 Ta = 0. (8.12)
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Сохранение во времени связей второго этапа Ṫ = 0 и Ṫa = 0 не
приводят к появлению новых связей.

Не нулевые скобки Пуассона связей имеют вид

{T (x), T (x′)} = T a(x)∂aδ(x,x
′)− T a(x′)∂aδ(x′,x)

{Ta(x), T (x′)} = T (x)∂aδ(x,x
′) (8.13)

{Ta(x), Tb(x
′)} = Tb(x)∂aδ(x,x

′)− Ta(x′)∂bδ(x′,x)

Подробности вычислений этой алгебры приведены в следуюшем раз-
деле.

Мы можем подставить решения связей P = 0 и P a = 0 в действие
(8.9) и получить действие в гамильтоновой форме, которое обыч-
но используется для квантования гравитации и вывода уравнения
Уиллера-ДеВитта

S =

∫
d4x
(
πabġab −NT −NaTa

)
. (8.14)

Получение гамильтоновой формулировки эйнштейновской грави-
тации, в которой метрика gµν и связность Γαµν считаются независи-
мыми можно найти в [5].

Вычисление алгебры связей

Для удобства вычислений удобно трёхмерную скаларную связь
T (x) свернуть с произвольным трёхмерным скалярным полем, а век-
торную Ta(x) — с произвольным векторным полем

T [ϕ] =

∫
d3xϕ(x)T (x) (8.15)

T [ξa] =

∫
d3x ξa(x)Ta(x) (8.16)
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Теперь найдём следующие величины

δT [ϕ]

δγab(x)
=

1
√
γ

(2πcaπbc − ππab)ϕ

− 1

4
√
γ
γab(2πcdπcd − π2)ϕ

+
√
γ
(
R(3)ab − 1

2γ
abR(3)

)
ϕ

+
√
γ
(
γabϕ;c

;c − ϕ;ab
)

(8.17)
δT [ϕ]

δπab(x)
=

1
√
γ

(2πab − γab π)ϕ (8.18)

δT [ξa]

δγab(x)
= 2πc(aξb);c − (πabξc);c (8.19)

δT [ξa]

δπab(x)
= 2ξ(a;b) (8.20)

Скобка Пуассона для произвольных величин A и B в теории гра-
витации определяется следующим образом

{A,B} =

∫
d3x

(
δA

δγab(x)

δB

δπab(x)
− δA

δπab(x)

δB

δγab(x)

)
(8.21)

Используя найденные выше вспомогательные величины, найдём
скобки Пуассона для связей

{T [ϕ], T [ψ]} = T [ϕψ;a − ψϕ;a] (8.22)
{T [ξa], T [ϕ]} = T [ξaϕ;a] (8.23)
{T [ξa], T [ηa]} = 2πab;b (ηcξa;c − ξcηa;c) = T [ξcηa;c − ηcξa;c] (8.24)

Если теперь взять в качестве произвольных скалярных и векторных
полей δ-фунцкции, то получим скобки Пуассона для связей, которые
были приведены в предыдущем разделе (8.13).

Контрольные вопросы

1. Что называется функцией хода?

2. Что называется функцией сдвига?
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3. Получите соотношение (8.2).

4. Получите соотношения (8.4).

5. Получите соотношения (8.17)–(8.20).
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