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Предисловие

Учебное пособие призвано помочь студентам, обучающимся по магистер-
ской программе «Теоретическая физика» в освоении курса «Квантовая ка-
либровочная теория», являющегося логическим продолжением курса «Кван-
товая теория поля».
Основная цель данного учебного пособия — познакомить студентов с прин-

ципом БРСТ - инвариантности (симметрии), методом квантования Фаддее-
ва –Попова и методом Баталина –Вилковыского для калибровочных теорий
общего вида. Важность изучения этой темы связана с тем, что все фундамен-
тальные взаимодействия, которые существуют в природе (электромагнитные,
гравитационные, сильные и слабые), могут быть описаны в терминах калиб-
ровочных теорий. Среди этих взаимодействий электромагнитные взаимодей-
ствия относятся к простейшему типу калибровочных теорий, тем не менее, в
настоящее время она является одной из важных последовательных теорией,
которая в рамках теории возмущений предсказывает физические явления с
очень высокой степенью точности. После открытия бозона Хиггса в 2012 году
Стандартная модель электромагнитных, сильных и слабых взаимодействий,
являющаяся калибровочной теорией, становится в этом ряду второй, после
электродинамики, физической теорией, претендующей на последовательное
описание физических явлений.
Пособие оснащено примерами, упражнениями и контрольными вопроса-

ми, а также содержит новые результаты в данной области, полученные в
оригинальных работах одного из авторов данного пособия и не описанные в
стандартных учебниках по квантовой теории поля. В приложении дополни-
тельно рассматриваются вопросы, связанные с теорией групп Ли, представле-
нием функций Грина функциональными интегралами, алгеброй и анализом
с антикоммутирующими переменными, что позволяет не прибегать к исполь-
зованию дополнительной литературы при изучении данной темы. С учетом
вышесказанного, предложенное учебное пособие может также использоваться
аспирантами и молодыми учеными для написания научных работ в области
квантовой теории поля.
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1. БРСТ - симметрия в теориях Янга –Миллса

1.1. Действие Фаддеева –Попова полей Янга –Миллса

Напомним некоторые основные утверждения, существующие в квантовой
теории поля. Одними из основных объектов квантовой теории поля являются
функции Грина, которые определяются как вакуумное ожидание T - произ-
ведения полевых операторов (мы отсылаем читателей к стандартным курсам
по квантовой теории поля [1, 2]):

G(x1, x2, ..., xn) = 〈0 | T(φ̂(x1)φ̂(x2) · · · φ̂(xn)) | 0〉, (1.1.1)

где φ̂(x) является полевым оператором в представлении Гейзенберга, а симво-
лом | 0〉 обозначено вакуумное состояние. Символ T - упорядочивания озна-
чает, что полевые операторы записаны в порядке увеличения времени справа
налево.
Удобно записать все функции Грина в виде производящего функциона-

ла Z(J)

Z(J) =
∑
n=0

in

n!

∫
dx1dx2 · · · dxnJ(x1)J(x2) · · · J(xn)G(x1, x2, ..., xn) =

= 〈0 | Texp
(
i

∫
dxJ(x)φ̂(x)

)
| 0〉. (1.1.2)

Мы видим, что зная Z(J), функции Грина могут быть получены функцио-
нальным дифференцированием по правилу:

G(x1, x2, ..., xn) =
(−i)n
Z(0)

δnZ(J)

δJ(x1)δJ(x2) · · · J(xn)
∣∣
J=0

.

Для несингулярных теорий, описываемых исходным классическим действием
S(φ) было доказано, что данный функционал Z(J) может быть записан в
виде функционального интеграла

Z(J) =

∫
Dφ exp

{
i
(
S(φ) + Jφ

)}
,

Jφ =

∫
dxJ(x)φ(x).

Электромагнитное поле
Обсудим электромагнитное поле, которое является простейшим примером

калибровочных полей. Теория свободного электромагнитного поля Aμ
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описывается действием

S(A) = −1

4

∫
dx FμνF

μν, Fμν = ∂μAν − ∂νAμ. (1.1.3)

Данное действие инвариантно относительно калибровочных преобразований

δS(A) = 0, δAμ = ∂μξ(x), (1.1.4)

где ξ(x) - произвольная функция пространственно-временных переменных
x. Эти преобразования образуют абелеву группу в смысле

[δ1, δ2]Aμ = δ1(δ2A)− δ2(δ1A) = 0, (1.1.5)

где δ1, δ2 - калибровочные преобразования (1.1.4) с параметрами ξ1(x) и
ξ2(x).
Калибровочная инвариантность означает вырождение действия, и для по-

лучения невырожденного действия (1.1.3) необходимо использовать условие,
фиксирующее калибровку. Полезно рассмотреть лоренцеву калибровку

∂μA
μ = 0. (1.1.6)

В случае электромагнитного поля в лоренцевой калибровке существует толь-
ко одна модификация в виде производящего функционала Z(J), связанная
с введением калибровки:

Z(J) =

∫
DAμδ(∂μA

μ) exp
{
i
(
S(A) + JμA

μ
)}

=

=

∫
DAμDB exp

{
i
(
S(A) + B∂μA

μ + JμA
μ
)}
, (1.1.7)

здесь B - вспомогательное скалярное поле.

Поля Янга –Миллса

В 1954 году физиками Чж. Янгом и Р. Миллсом был сделан важный шаг
в теории калибровочных полей [3]. Они ввели понятие неабелевых калиб-
ровочных полей Aμ и построили действие для таких теорий по аналогии с
электродинамикой.
Поле Янга –Миллса может быть ассоциировано с любой компактной полу-

простой группой G (т.е. компактной группой без инвариантных коммутатив-
ных (абелевых) подгрупп). Число независимых параметров ξa, a = 1, 2, ..., n,
которые характеризуют произвольный элемент g этой группы, (т.е. размер-
ность G) равно n. Среди представлений этой группы и соответствующей
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алгебры Ли существует представление в виде матрицы размерности n × n,
то есть присоединенное представление. Любая матрица M в присоединен-
ном представлении алгебры Ли может быть представлена в виде линейной
комбинации n генераторов T a,

M = ξaT a, a = 1, 2, ..., n; T+ = −T,
учитывая, что элемент группы Ли g(x) = exp{ξa(x)T a}. Генераторы T a

могут быть нормированы с помощью условия

tr(T aT b) = δab,

где через tr обозначен след матрицы. В этом случае структурные константы
fabc алгебры Ли, которые появляются в коммутационных соотношениях

[T a, T b] = fabcT c

абсолютно антисимметричны.

Упражнение 1.1.1. Доказать, что структурные константы fabc антисим-
метричны.

Указание. Учесть свойство цикличности операции следа, tr(AB) = tr(BA),
и рассмотреть tr(T aT bT c).

Поле Янга –Миллса задается вектором Aμ(x), принимающим значения
в алгебрах Ли группы Ли G. Удобно рассматривать Aμ(x) как матрицу
в присоединенном представлении этой алгебры. В этом случае поле Aμ(x)
задается его коэффициентами

Aμ(x) = Aa
μ(x)T

a

относительно базиса генераторов T a. Калибровочные преобразования полей
Aμ(x) определяются правилом:

Aμ(x) → Ag
μ(x) = g−1(x)Aμ(x)g(x) + g−1(x)∂μg(x),

где g(x) для любых значенийx представляют собойматрицы со значениямииз
присоединенного представления группыG. Легко видеть, что эти преобразова-
ния образуют группу.Для этого проверим групповое свойство преобразований:
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Agg1
μ = (Ag

μ)
g1 = g−1

1

(
g−1Aμ g + g−1(∂μg)

)
g1 + g−1

1 (∂μg1) =

= g−1
1 g−1Aμ g g1 + g−1

1 g−1(∂μg) g1 + g−1
1 (∂μg1) =

=
(
gg1

)−1
Aμ

(
gg1

)
+
(
gg1

)−1
∂μ
(
gg1

)
.

Эта группа называется группой калибровочного преобразования или калиб-
ровочной группой G =

∏
xGx.

Чаще всего представляется удобным иметь дело с бесконечно малой фор-
мой калибровочного преобразования. Пусть матрицы g(x) отличаются от
единичной матрицы на бесконечно малую

g(x) = 1 + ξ(x) = 1 + ξa(x)T a,

где ξ(x) принадлежит алгебре Ли группы G. Тогда при таком преобразова-
нии имеем следующую вариацию Aμ

δAμ = ∂μξ + [Aμ, ξ] = Dμξ,

или, в компонентной записи,

δAa
μ = ∂μξ

a + fabcAb
μξ

c = Dab
μ ξ

b, Dab
μ = δab∂μ + facbAc

μ. (1.1.8)

Можно легко проверить, что

[Dμ, Dν]ξ = [Fμν, ξ], Fμν = ∂μAν − ∂νAμ + [Aμ, Aν],

где Fμν играет роль тензора напряженности поля для полей Янга –Миллса
Aμ аналогично электромагнитному тензорному полю абелевого калибровоч-
ного поля в электродинамике. Действительно,

DμDνξ = Dμ

(
∂νξ + [Aν, ξ]

)
=

= ∂μ∂νξ + [Aμ, ∂νξ] + ∂μ[Aν, ξ] + [Aμ, [Aν, ξ]] =

= ∂μ∂νξ + [Aμ, ∂νξ] + [∂μAν, ξ] + [Aν, ∂muξ] + [Aμ, [Aν, ξ]].

Отсюда следует, что

[Dμ, Dν]ξ = [∂μAν − ∂νAμ, ξ] + [Aμ, [Aν, ξ]]− [Aν, [Aμ, ξ]].

Принимая во внимание тождество Якоби для коммутаторов

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0,

8



имеем

[Aμ, [Aν, ξ]]− [Aν, [Aμ, ξ]] = [[Aμ, Aν], ξ]

и

[Dμ, Dν]ξ = [∂μAν − ∂νAμ + [Aμ, Aν], ξ].

Как всякий элемент алгебры Ли, Fμν можно представить

Fμν = F a
μνT

a,

где

F a
μν = ∂μA

a
ν − ∂νA

a
μ + fabcAb

μA
c
ν. (1.1.9)

Заметим, что преобразование тензора Fμν однородно при калибровочном
преобразовании

F g
μν = g−1Fμνg.

Отсюда следует, что функционал действия

S(A) = −1

4

∫
dx trFμνF

μν = −1

4

∫
dxF a

μνF
aμν (1.1.10)

инвариантен при калибровочном преобразовании

S(Ag) = S(A). (1.1.11)

Упражнение 1.1.2. Доказать калибровочную инвариантность S(A).

По аналогии с электродинамикой можно попытаться проквантовать дан-
ную теорию в виде функционального интеграла в Лагранжевой формулиров-
ке с классическим действием S(A) (1.1.10), модифицированным калибровкой

Ba∂μA
μa. (1.1.12)

Это в точности повторяет то, что было проделано Фейнманом [4] в 1963 году
по изучению унитарности S-матрицы в теориях Янга –Миллса, а также в
Эйнштейновской гравитации. Им была обнаружена неунитарность физиче-
ской S-матрицы в этих теориях.
В связи с результатом Фейнмана возникает естественный вопрос: как мо-

жет быть построен функционал Z(J) в конфигурационном пространстве

9



для теорий Янга –Миллса? Ответ на этот вопрос был найден Фаддеевым и
Поповым в 1967 году [5]. Они показали, что мера интегрирования должна
быть изменена для получения унитарной физической S-матрицы. В методе
Фаддеева –Попова производящий функционал функций Грина имеет вид

Z(J) =

∫
DAμa

(
DetMab

)
δ(∂μA

μa) exp
{
i(S(A) + JμaA

μa)
}
, (1.1.13)

где через

Mab(x, y) = ∂μD
μabδ(x− y).

обозначен оператор Фаддеева –Попова.
Стандартный метод действия с детерминантом Фаддеева –Попова, DetMab

заключается в том, чтобы представить его дополнительным функциональ-
ным интегрированием по вспомогательным комплексным скалярным анти-
коммутирующим Ca(x) (гостовским) и C̄a(x) (антигостовским) полям. Мож-
но записать

Det
(
∂μD

μab
)

=

∫
DCDC̄ exp

{
i

∫
dxdy C̄a(x)Mab(x, y)Cb(y)

} ≡

≡
∫
DCDC̄ exp

{
iC̄aMabCb

}
.

Вводя вспомогательные поля Ba(x) Наканиши–Лаутрупа, мы также мо-
жем представить δ(∂μA

μa) в виде функционального интеграла

δ(∂μA
μa) =

∫
DB exp

{
iBa∂μA

μa
}

так, что

Z(J) =

∫
Dφ exp

{
i(SFP (φ) + JAφ

A)
}
. (1.1.14)

В выражении (1.1.14) мы использовали обозначение для действия Фад-
деева –Попова

SFP (φ) = S(A) +Ba∂μA
μa + C̄a∂μD

μabCb (1.1.15)

и ввели полный набор динамических полей в лагранжевом формализме тео-
рии Янга –Миллса

φA = (Aμa, Ba, Ca, C̄a), (1.1.16)
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которые составляют, так называемое, расширенное конфигурационное про-
странство рассматриваемой теории. Кроме того, для симметрии, мы ввели
дополнительные источники на полях Ba, Ca, C̄a в интеграле (1.1.14), хотя
соответствующие функции Грина не обязательно возникают в вычислении
физических величин.
Обозначим через ε(A), так называемую, грассманову четность величины

A, принимающую значение «0» для коммутирующих переменных и «1» для
антикоммутирующих. Тогда грассмановы четности полей и действия в тео-
риях Янга –Миллса принимают значения:

ε(Aa
μ) = ε(Ba) = 0, ε(Ca) = ε(C̄a) = 1, ε(ξa) = 0, ε(S) = 0.

1.2. БРСТ-симметрия действия Фаддеева –Попова

Следующий важный шаг в развитии калибровочных теорий был сделан
К. Бекки, А. Руэ и Р. Стора [6], а также, независимо, И. В. Тютиным [7].
Ими была открыта инвариантность действия при глобальных суперпреобра-
зованиях (БРСТ-преобразованиях)

δSFP (φ) = 0, (1.2.1)
δAa

μ = Dab
μ (A)Cbλ,

δCa =
1

2
fabcCcCbλ,

δC̄a = Baλ,

δBa = 0,

где λ - постоянный грассмановский параметр ( ε(λ) = 1). Действительно,
для исходных полей данной теории БРСТ-преобразования являются калиб-
ровочными преобразованиями с калибровочными параметрами δξa = Caλ.
Вследствие чего, исходное действие инвариантно при данных преобразовани-
ях. Тогда

δSFP (φ) = δBa∂μA
μa +Ba∂μδA

μa + δC̄a∂μD
μabCb +

+ C̄a∂μδD
μabCb + C̄a∂μD

μabδCb = (1.2.2)
= δBa∂μA

μa +Ba∂μD
μabCbλ+ δC̄a∂μD

μabCb +

+ C̄a∂μδD
μabCb + C̄a∂μD

μabδCb.

Если выбрать

δBa = 0, δC̄a = Baλ,
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то первые три слагаемых в (1.2.2) исчезнут. Детальное рассмотрение вклю-
чает в себя тщательные манипуляции с обычным интегралом, в том числе
двойное интегрирование по частям

∫
dxf(x)∂μφ(x) = − ∫

dxφ(x)∂μf(x):

Ba∂μD
μabCbλ =

∫
dxBa(x)∂μ

(
DμabCb(x)

)
λ,

δC̄a∂μD
μabCb =

∫ ∫
dxdyδC̄a(x)

(
∂μD

μabδ(x− y)
)
Cb(y) =

=

∫ ∫
dxdy

(
∂μD

μabδC̄a(x)
)
δ(x− y)Cb(y) =

=

∫
dx

(
∂μD

μabδC̄a(x)
)
Cb(x) =

=

∫
dxδC̄a(x)

(
∂μD

μabCb(x)
)
.

Таким же образом

C̄a∂μD
μabδCb =

∫ ∫
dxdyC̄a

(
∂μD

μabδ(x− y)
)
δCb(y) =

=

∫ ∫
dxdy

(
∂μD

μabC̄a
)
δ(x− y)

)
δCb(y) =

=

∫
dx

(
∂μD

μabC̄a
)
δCb(x) =

∫
dxC̄a

(
∂μD

μabδCb(x)
)

и

C̄a∂μδD
μabCb =

∫ ∫
dxdyC̄a(x)

(
∂μδD

μabδ(x− y)
)
Cb(y) =

= −
∫ ∫

dxdy
(
∂μC̄

a(x)
)(
δDμabδ(x− y)

)
Cb(y) =

= −
∫ ∫

dxdy
(
∂μC̄

a(x)
)(
facbδAμcδ(x− y)

)
Cb(y) =

= −
∫ ∫

dxdy
(
∂μC̄

a(x)
)
facb

(
DμcdCd(x)

)
λδ(x− y)Cb(y) =

= −
∫
dx

(
∂μC̄

a(x)
)
facb

(
DμcdCd(x)

)
λCb(x) =

=

∫
dxC̄a(x)∂μ[f

adb
(
∂μC

d(x)
)
+ facbf cedAμeCd(x)]λCb(x) =

= −
∫
dxC̄a(x)∂μ[f

adb(∂μCd(x))Cb(x) + facbf cedAμeCd(x)Cb(x)]λ =

12



= −1

2

∫
dxC̄a(x)∂μ[f

adb((∂μCd(x))Cb(x)− (∂μCb(x))Cd(x)) +

+
(
facbf ced − facdf ceb

)
AμeCd(x)Cb(x)]λ =

= −1

2

∫
dxC̄a(x)∂μ[f

adb∂μ
(
Cd(x)Cb(x)

)
+ faecf cdbAμeCd(x)Cb(x)]λ =

= −1

2

∫
dxC̄a(x)

(
∂μD

μacCd(x)Cb(x)
)
f cbdλ.

Поэтому, если положить

δCa =
1

2
fabcCcCbλ,

мы придем к инвариантности действия SFP .
Определим оператор s, действующий на поле φA

δφA = (sφA)λ.

Оператор s называется генератором БРСТ-преобразований в лагранжевом
формализме.

Упражнение 1.2.1. Найти явное представление для оператора s.

Можно проверить, что оператор s нильпотентен, т.e.

s2 = 0.

Действительно, явным вычислением мы находим

s2Ba = s(sBa) = 0,

s2C̄a = s(sC̄a) = (sBa) = 0,

s2Ca = s(
1

2
fabcCcCb) =

1

2
fabc

(
(sCc)Cb − Cc(sCb)

)
= −fabcCcf bdeCdCe =

= −1

3
(facbf bde + fadbf bec + faebf bcd)CcCdCe = 0,

s2Aa
μ = s(Dab

μ C
b) =

1

2
Dab

μ (f bcdCdCc) +
δDab

μ

δAc
ν

(Dcd
ν C

d)Cb =

=
1

2
fabd∂μ(C

dCb) + fadb(∂μC
d)Cb +

1

2
faebf bcdAe

μC
dCc +

+facbf cedAe
μC

dCb =

=
1

2
(facbf bde + fadbf bec + faebf bcd)Ae

μC
dCc = 0.
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Здесь были использованы тождества Якоби для структурных констант

fabcf cde + fadcf ceb + faecf cbd ≡ 0.

Из БРСТ-инвариантности действия Фаддеева –Попова следует наличие в
теории сохраняющегося Нётеровского тока Jμ

B

∂μJ
μ
B = 0 (ε(Jμ

B) = 1),

и соответствующего ему сохраняющегося заряда QB, ε(QB = 1), называе-
мого БРСТ-зарядом

QB =

∫
dxJ0

B,
dQB

dt
= 0.

Упражнение 1.2.2. Найти для теорий Янга –Миллса явные выражения
для тока Jμ

B и БРСТ-заряда QB, воспользовавшись теоремой Нётер (см.,
например, [1]).

Роль этой величины в процедуре построения подходящей квантовой калиб-
ровочной теории очень важна. С помощью QB, можно построить соответ-
ствующий оператор Q̂B, обладающий важным свойством нильпотентности

Q̂2
B = 0

и позволяющий установить в пространстве квантовых состояний V теории
подпространства Vphys ≡ {|phys〉} физических состояний

Q̂B|phys〉 = 0.

Это определение в теории Янга –Миллса является обобщением известного
условия Гупты–Блейлера для физического состояния в квантовой электро-
динамике.

Упражнение 1.2.3. Построить явное выражение для оператора Q̂B.

Указание. Для действия Фаддеева –Попова определить импульсы, канони-
чески сопряженные переменным Aa

μ, B
a, Ca, C̄a, переписать выражение для

QB в терминах канонически сопряженных координат и импульсов, а затем
в полученном выражении заменить координаты и импульсы на соответству-
ющие операторы, удовлетворяющим каноническим перестановочным соотно-
шениям.
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Данная теория содержит другой сохраняющийся гостовский ток Jμ
C и за-

ряд QC , (ε(QC) = 0), связанные с инвариантностью действия Фаддеева –По-
пова при фазовом преобразовании вида

Ca → eθCa, C̄a → e−θC̄a,

где θ - постоянный четный параметр,

QC =

∫
dxJ0

C ,
dQC

dt
= 0.

Заряд QC называется гостовским зарядом.

Упражнение 1.2.4. Найти явный вид Jμ
C и QC .

Точно также, как поля дополнены обычными зарядами соответствующи-
ми фазовым преобразованиям, все поля здесь могут быть дополнены, так
называемым, гостовским числом gh(φA) поля φA

gh(Aa
μ) = 0, gh(Ba) = 0, gh(Ca) = 1, gh(C̄a) = −1.

Гостовское число сохраняется. Оператор гостовского заряда Q̂C можно по-
строить из QC , и он удовлетворяет соотношению:

[iQ̂C , Q̂B] = Q̂B.

Упражнение 1.2.5. Построить явное выражение для оператора Q̂C .

Упражнение 1.2.6. Используя явный вид Q̂C и Q̂B, доказать, что
[iQ̂C , Q̂B] = Q̂B.

Как было показано Т. Куго и И. Оджимой [8], изучение представления
алгебры операторов iQ̂C , Q̂B на подпространстве Vphys играет решающую
роль в формулировке условий унитарности физической S-матрицы.

1.3. Анти-БРСТ-симметрия. Уравнение Зинн–Жюстина.
Тождество Славнова –Тейлора

Для действия Фаддеева –Попова в лоренцевской калибровке Г. Курси и
Р. Феррари [9] и, независимо, И.Оджимой [10], было открыто, что, поми-
мо БРСТ-симметрии, существует другая глобальная суперсимметрия, при
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которой действие Янга –Миллса остается инвариантным. Такие анти-БРСТ-
преобразования имеют вид

δ̄Aa
μ = Dab

μ (A)C̄bλ̄,

δ̄Ca =
1

2
fabcC̄cC̄bλ̄,

δ̄C̄a = (−Ba + fabcCcC̄b)λ̄,

δ̄Ba = −fabcC̄bBcλ̄.

Упражнение 1.3.1. Доказать инвариантность SFP относительно анти-
БРСТ- преобразований.

Определим оператор s̄, действующий на поле φ, как

δ̄φA = (s̄φA)λ̄.

Упражнение 1.3.2. Построить явный вид оператора s̄.

Упражнение 1.3.3. Доказать, что алгебра операторов s, s̄ имеет вид

s2 = s̄s+ s̄s = s̄2 = 0.

Для дальнейшего обобщения, условие инвариантности для действия Фад-
деева –Попова при БРСТ-преобразованиях может быть выражено в виде
несколько отличающемся от используемого ранее. С этой целью введем рас-
ширенное действие Sext

Sext(φ, φ
∗) = SFP (φ) + A∗

μaD
μabCb + C̄∗

aB
a +

1

2
C∗

af
abcCcCb =

= SFP (φ) + A∗
μasA

μa + C̄∗
asC̄

a + C∗
asC

a, (1.3.1)

с помощью набора, так называемых, антиполей φ∗A

φ∗A = (A∗
μa, B

∗
a, C

∗
a , C̄

∗
a), ε(φ∗A) = ε(φA) + 1.

Антиполя φ∗A являются источниками БРСТ-преобразований полей φA, т.e.

sφA =
δlSext

δφ∗A
, sφ∗A = 0,

где индекс «l» обозначает левую производную. Исходя из построения, расши-
ренное действие инвариантно при БРСТ-преобразованиях

sSext(φ, φ
∗) = 0
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или

sSext(φ, φ
∗) =

δrSext

δφA
(sφA) + (sφ∗A)

δlSext

δφ∗A
=
δSext

δrφA
δlSext

δφ∗A
= 0.

Свойство БРСТ-инвариантности расширенного действия для калибровочных
теорий Янга –Миллса в виде

δrSext

δφA
δlSext

δφ∗A
= 0 (1.3.2)

впервые было представлено Зинн-Жюстином в его лекциях в 1975 году [11].
Это уравнение известно, как уравнение Зинн-Жюстина.
БРСТ-инвариантность Sext позволяет получить тождество Уорда, кото-

рое представляет собой соотношение между различными функциями Грина.
Для этого, введем расширенный производящий функционал функций Гри-
на Z(J, φ∗)

Z(J, φ∗) =
∫
Dφ exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

с очевидным свойством

Z(J, φ∗)|φ∗=0 = Z(J),

где Z(J) был определен в (1.1.13).Из уравнения Зинн-Жюстина (1.3.2) следует∫
Dφ

δrSext

δφA
δlSext

δφ∗A
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

= 0

или ∫
Dφ

δrSext

δφA
δl
δφ∗A

exp
{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

= 0. (1.3.3)

Принимая во внимание явный видSext, получаем, что имеетместо соотношение

δl
δφ∗A

(
δrSext

δφA

)
= 0. (1.3.4)

Упражнение 1.3.4. Явным вычислением проверить равенство (1.3.4).
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В соотношении (1.3.3) мы можем вынести производную по антиполям за
знак функционального интеграла

δl
δφ∗A

∫
Dφ

δrSext

δφA
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

= 0. (1.3.5)

Учтем, что функциональный интеграл от полной производной равен нулю

0 =

∫
Dφ

δr
δφA

(
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)})

=

= i

∫
Dφ

(
δrSext

δφA
+ JA

)
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}
.

Следовательно, ∫
Dφ

δrSext

δφA
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

=

= −JA
∫
Dφ exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}
.

Витогемыполучаем тождествоУорда (тождествоСлавнова –Тейлора [12, 13])
в терминах расширенного производящего функционала функций Грина:

JA
δlZ(J, φ∗)

δφ∗A
= 0. (1.3.6)

Вводя производящий функционал связных функций Грина W = W(J, φ∗),
Z = exp{iW}, можно получить тождество Уорда в терминах функционала
связных функций Грина:

JA
δlW(J, φ∗)

δφ∗A
= 0. (1.3.7)

Для производящего функционала вершинных функций Γ (эффективного
действия), определенного через преобразования Лежандра для W

Γ(φ, φ∗) = W(J, φ∗)− JAφ
A, φA =

δlW(J, φ∗)
δJA

, (1.3.8)

δrΓ(φ, φ
∗)

δφA
= −JA, δlΓ(φ, φ

∗)
δφ∗A

=
δlW(J, φ∗)

δφ∗A
,

тождество Уорда имеет форму уравнения Зинн-Жюстина

δrΓ

δφA
δlΓ

δφ∗A
= 0. (1.3.9)
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Тождество (1.3.9) играет решающую роль в доказательстве перенормируе-
мости теорий Янга –Миллса, основанных на БРСТ-симметрии [11,14]. Фак-
тически, это тождество является выражением БРСТ-инвариантности эффек-
тивного действия.
Рассмотрим современный метод введения калибровки. Для этого рассмот-

рим действие

S(φ, φ∗) = S(A) + A∗
μaD

μabCb + C̄∗
aB

a +
1

2
C∗

af
abcCcCb.

Очевидно, что это действие также удовлетворяет уравнению (1.3.2)

δrS

δφA
δlS

δφ∗A
= 0, (1.3.10)

и граничному условию

S|φ∗=0 = S(A). (1.3.11)

Упражнение 1.3.5. Доказать равенство (1.3.10).

БРСТ-преобразования также выражаются через S(φ, φ∗)

sφA =
δlS(φ, φ

∗)
δφ∗A

. (1.3.12)

Теперь введем фермионный функционал ψ(φ) (калибровочный функционал)
по правилу:

ψ(φ) = C̄a∂μA
μa = C̄aχa, ε(ψ) = 1. (1.3.13)

Тогда действие Фаддеева –Попова может быть выражено через S(φ, φ∗) в
виде

SFP = S
(
φ, φ∗ =

δψ

δφ

)
. (1.3.14)

В ряде приложений иногда удобно представить действие Фаддеева –Попова
в виде явно инвариантном относительно БРСТ-преобразований

SFP (φ) = S(A) + sψ(φ). (1.3.15)

Подчеркнем, что уравнения (1.3.10) – (1.3.14) имеют универсальную
форму, которая не содержит никакой явной информации об исходной ка-
либровочной группе. Вся информация об исходной теории содержится, по
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сути, в граничном условии. Эти наблюдения становятся важными, когда мы
переходим к калибровочным теориям, для которых калибровочные преобра-
зования не образуют группу.

1.4. Метод квантования Фаддеева –Попова калибровочных теорий
типа Янга –Миллса

Рассмотрим общий случай теорий Янга –Миллса в квантовании Фаддее-
ва –Попова в той формулировке, которая будет полезна для понимания даль-
нейшего обобщения метода, предназначенного для исследования более слож-
ных калибровочных теорий, чем теории Янга –Миллса. Начнем с исходного
действия S0(A) полей Ai (включающих в себя поля Янга –Миллса Aa

μ, ска-
лярные ϕm, спинорные ψr поля и т.д.), ε(Ai) ≡ εi, которое предполагаем
инвариантным при калибровочных преобразованиях ( X,i ≡ δrX/δA

i)

δAi = Ri
α(A)ξ

α, S0,i(A)R
i
α(A) = 0,

где ξα – произвольные функции с грассмановскими четностями ε(ξα) ≡ εα,
а Ri

α(A) – генераторы калибровочных преобразований, ε(Ri
α(A)) = εi + εα.

Для теорий Янга –Миллса, рассмотренных выше, индексы i и α подразу-
мевают, что i = (x, μ, a) и α = (x, a), соответственно. Предположим, что
калибровочные преобразования образуют группу. В терминах операторов R̂α

R̂α =
δr
δAi

Ri
α, AiR̂α = Ri

α, S0R̂α = S0,iR
i
α = 0,

это означает, что алгебра операторов имеет вид:

[R̂α, R̂β] = −R̂γF
γ
αβ ([R̂α, R̂β] = R̂αR̂β − (−1)εαεβR̂βR̂α), (1.4.1)

где F γ
αβ = −(−1)εαεβF γ

βα – структурные константы, не зависящие от полей A
i.

В терминах калибровочных генераторов Ri
α имеем

Ri
α,j(A)R

j
β(A)− (−1)εαεβRi

β,j(A)R
j
α(A) = −Ri

γ(A)F
γ
αβ. (1.4.2)

Если генераторы Ri
α образуют набор линейно-независимых операторов от-

носительно {α}, то алгебра (1.4.2) может служить исходным пунктом для
возможного применения метода квантования Фаддеева –Попова к рассмат-
риваемой теории.
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Введем расширенное конфигурационное пространство полей

φA = (Ai, Bα, Cα, C̄α),

ε(Ai) = εi, ε(Bα) = εα, ε(Cα) = ε(C̄α) = εα + 1,

gh(Ai) = gh(Bα) = 0, gh(Cα) = 1, gh(C̄α) = −1,

где Bα – вспомогательные поля , Cα и C̄α – гостовские и антигостовские
поля Фаддеева –Попова, соответственно.
Построим полное (эффективное) действие теории по правилу:

Seff(φ) = S0(A) + C̄αχα,i(A)R
i
β(A)C

β + χα(A)B
α, (1.4.3)

где χα, (ε(χα) = εα) – калибровочные функционалы, устраняющие вырож-
дение классического калибровочно-инвариантного действия S0(A). Действие
(1.4.3) известно как действие Фаддеева –Попова для теорий Янга –Миллса,
оно является обобщением действия (1.1.15).
Производящий функционал функций Грина может быть представлен в ви-

де функционального интеграла

Z(J) =

∫
Dφ exp

{ i
�

(
Seff(φ) + Jφ

)}
. (1.4.4)

В дальнейшем потребуем выполнение следующих условий

(−1)εαF α
αβ = (−1)εi

δlR
i
α

δAi
= 0. (1.4.5)

Здесь и далее индекс «l» обозначает левую производную по полям. Фактиче-
ски, условия (1.4.5) позволяют установить калибровочную независимость S-
матрицы (см. ниже). Для теорий Янга –Миллса рассмотренные выше соотно-
шения (1.4.5) выполняются в силу антисимметрии структурныхконстант fabc.
Действие (1.4.3) инвариантно при глобальном (БРСТ) суперпреобразовании

δSeff(φ) = 0,

δAi = Ri
α(A)C

αμ,

δCα =
1

2
(−1)εβF α

βγC
γCβμ,

δC̄α = Bαμ,

δBα = 0, (1.4.6)

где μ – постоянный грассмановский параметр ( ε(μ) = 1). Действительно,
преобразование Ai в точности совпадает с калибровочным преобразованием
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S(A) с калибровочными функциями Cαμ. Таким образом,

δSeff(φ) = δχαB
α + χαδB

α + δC̄αχα,i(A)R
i
β(A)C

β +

+C̄αδχα,i(A)R
i
β(A)C

β + (1.4.7)
+C̄αχα,i(A)δR

i
β(A)C

β + C̄αχα,i(A)R
i
β(A)δC

β =

= χαδB
α + χβ,iR

i
βC

βμ+ δC̄αχα,iR
i
βC

β + C̄αχα,ijR
j
γC

γμRi
βC

β +

+C̄αχα,iR
i
β,jR

j
γC

γμCβ + C̄αχα,iR
i
βδC

β.

Если мы выберем

δBα = 0, δC̄α = Bαμ,

то первые три слагаемых в (1.4.7) исчезают. Четвертое слагаемое в (1.4.7) ис-
чезает вследствие симметрии. Действительно, введем обозначение ti = Ri

βC
β,

и ε(ti) = εi + 1. Тогда

χα,ijR
i
γC

γμRi
βC

β = −χα,ijt
jti(−1)εiμ = −χα,jit

itj(−1)εjμ =

= −χα,ijt
jti(−1)εj+(εi+1)(εj+1)+εiεjμ =

= χα,ijt
jti(−1)εiμ.

Рассмотрим пятое слагаемое в (1.4.7)

C̄αχα,iR
i
β,jR

j
γC

γμCβ = −C̄αχα,iR
i
β,jR

j
γC

γCβμ(−1)εβ =

= −1

2
(C̄αχα,iR

i
β,jR

j
γC

γCβ(−1)εβ + C̄αχα,iR
i
γ,jR

j
βC

βCγ(−1)εγ)μ =

=
1

2
C̄αχα,i(R

i
β,jR

j
γ − (−1)εβεγRi

γ,jR
j
β)C

γCβ(−1)εβμ =

= −1

2
C̄αχα,iR

i
βF

β
γνC

νCγ(−1)εγμ.

Таким образом, приходим к

δCβ =
1

2
(−1)εγF β

γνC
νCγμ,

что влечет инвариантность действия Seff .
Легко проверить свойство нильпотентности БРСТ-преобразования

δ2φA = 0,

следующее из БРСТ-инвариантности структур Ri
α(A)C

α и 1
2(−1)εβF α

βγC
γCβ:

δ(Ri
α(A)C

α) = 0, δ
(1
2
(−1)εβF α

βγC
γCβ

)
= 0.
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Упражнение 1.4.1. Доказать нильпотентность БРСТ-преобразований.
Как и раньше, можно ввести оператор БРСТ-преобразований s, по правилу

δφA = sφAμ (1.4.8)

и установить его нильпотентность

s2 = 0. (1.4.9)

Из (1.4.3) следует, что функционал Z (1.4.4) зависит от калибровки.
Изучим характер этой зависимости. Для этого рассмотрим вакуумные функ-
ционалы теории Zχ ≡ Z(0) и Zχ+δχ, соответствующие калибровкам χα и
χα + δχα, соответственно. В функциональном интеграле

Zχ+δχ =

∫
Dφ exp

{
i
(
Seff(φ) + C̄αδχα,i(A)R

i
β(A)C

β + δχα(A)B
α
)}

сделаем замену переменных (1.4.6), где функционал μ = μ(φ). Получаем в
первом порядке по μ и δχα

Zχ+δχ =

∫
Dφ exp

{
i
(
Seff(φ) + C̄αδχα,i(A)R

i
β(A)C

β + δχα(A)B
α +

+iμ,iR
i
α(A)C

α + i
1

2
(−1)εα+εβF α

βγC
γCβ δμ

δCα
+ i

δμ

δC̄α
Bα

)}
,

где мы учли инвариантность Seff . Из формулы замены перемен-
ных φA = ϕA(φ

′
) (см. приложение C)∫

Dφ F (φ) =
∫

Dφ F (ϕ(φ)) exp
(
sTr ln

δϕA(φ)

δφB

)
,

следует вклад в меру интегрирования

exp

(
sTr ln(δAB +

δrδφ
A

δφB
)

)
= exp

(
(−)εA

δrδφ
A

δφA

)
.

Выбор функционала μ в виде

μ = iC̄αδχα

приводит к равенству

Zχ+δχ = Zχ ,

т.е. вакуумный функционал не зависит от калибровки.
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Полезно ввести в рассмотрение расширенное действие, связанное с Seff(φ)
следующим образом:

Sext(φ, φ
∗) = Seff(φ) + A∗

iR
i
α(A)C

α +
1

2
C∗

αF
α
βγC

γCβ(−1)εβ + C̄∗
αB

α,(1.4.10)

где φ∗A = (A∗
i , B

∗
α, C

∗
α, C̄

∗
α) – антиполя, ε(φ∗A) = εA + 1.

По построению расширенное действие (1.4.10) инвариантно при БРСТ-пре-
образованиях

δSext(φ, φ
∗) = 0. (1.4.11)

Равенство (1.4.11) может быть переписано в эквивалентной форме (уравне-
ние Зинн-Жюстина [11])

δSext

δφA
δSext

δφ∗A
= 0. (1.4.12)

Выражения (1.4.11), (1.4.12) следуют из калибровочной инвариантности
исходного действия S0(A). Заметим также, что можно явно выра-
зить БРСТ-преобразования (1.4.6) через Sext в виде

δφA =
δSext

δφ∗A
μ.

БРСТ-инвариантность Seff (или Sext) позволяет получить тождество
Уорда. Для этого введем расширенный производящий функционал функций
Грина Z(J, φ∗)

Z(J, φ∗) =
∫
Dφ exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

с очевидными свойствами

Z(J, φ∗)|φ∗=0 = Z(J),

где Z(J) был определен в (1.4.4). Из уравнения Зинн-Жюстина (1.4.12)
следует ∫

Dφ
δSext

δφA
δSext

δφ∗A
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

= 0

или ∫
Dφ

δSext

δφA
δ

δφ∗A
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

= 0. (1.4.13)
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Принимая во внимание явный вид Sext (1.4.10) и (1.4.5), мы получаем

δ2Sext

δφ∗AδφA
= 0.

Тогда из (1.4.13) будем иметь

δ

δφ∗A

∫
Dφ

δSext

δφA
exp

{
i
(
Sext(φ, φ

∗) + Jφ
)}

= 0. (1.4.14)

Интегрируя по частям в (1.4.14), находим тождество Уорда в терминах рас-
ширенного производящего функционала функций Грина:

JA
δZ(J, φ∗)
δφ∗A

= 0. (1.4.15)

Вводя производящий функционал связной функции Грина W = W(J, φ∗),
Z = exp{iW}, из (1.4.15), можно получить тождество Уорда в терминах
функционала связных функций Грина:

JA
δW(J, φ∗)

δφ∗A
= 0. (1.4.16)

Для производящего функционала вершинных функций Γ, определенных
через преобразование Лежандра W

Γ(φ, φ∗) = W(J, φ∗)− JAφ
A, φA =

δW(J, φ∗)
δJA

,
Γ(φ, φ∗)
δφA

= −JA,

тождество Уорда имеет вид уравнения Зинн-Жюстина

δΓ

δφA
δΓ

δφ∗A
= 0. (1.4.17)

Тождество (1.4.17) играет ключевую роль в доказательстве перенормировки
теорий Янга –Миллса на основе БРСТ-симметрии [11,14].
Как и ранее, можно описать процедуру калибровки в терминах калибро-

вочного функционала. Для этого рассмотрим действие

S(φ, φ∗) = S0(A) + A∗
iR

i
α(A)C

α +
1

2
C∗

αF
α
βγC

γCβ(−1)εβ + C̄∗
αB

α.

Очевидно, что это действие также удовлетворяет уравнению (1.4.12)

δS

δφA
δS

δφ∗A
= 0, (1.4.18)
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и граничному условию

S|φ∗=0 = S0(A).

БРСТ-преобразования также можно выразить через S

δφA =
δS

δφ∗A
μ.

Теперь введем фермионный функционал ψ(φ) (калибровочный функционал)
по правилу

ψ(φ) = C̄αχα(A).

Тогда действия Seff (1.4.3) и Sext могут быть выражены через S в виде

Seff(φ) = S
(
φ, φ∗ =

δψ

δφ

)
, Sext(φ) = S

(
φ, φ∗ +

δψ

δφ

)
. (1.4.19)

С помощью БРСТ-оператора s действие Seff можно представить в виде

Seff(φ) = S0(A) + sψ(φ) (1.4.20)

явно инвариантным относительно БРСТ-преобразований. В свою очередь,
действие Sext может быть записано как

Sext(φ, φ
∗) = S0(A) + sψ(φ) + φ∗Asφ

A. (1.4.21)

Еще раз подчеркнем, что уравнение (1.4.18) имеет общий вид, который
не содержит явной информации о начальной калибровочной группе. Вся
информация о начальной теории содержится, фактически, в граничном
условии.

1.5. БРСТ-преобразования с параметром зависящим от полей

Рассмотрим в данном разделе специальный класс замен переменных в
функциональных интегралах, представляющих теории Янга –Миллса, кото-
рый связан с БРСТ преобразованиями, но не с постоянным параметром μ,
а некоторым функционалом полей φ, Λ(φ). Этот вопрос был изучен недав-
но в работах [15, 16]. Заметим, что с такого рода преобразованиями, когда
функционал Λ(φ) предполагался бесконечно малым мы уже сталкивались
при изучении зависимости от калибровок вакуумных функционалов. Здесь
же речь будет идти о ситуациях, когда такого ограничения на Λ(φ) нет.
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Итак, рассмотрим обобщение БРСТ-преобразований, действующих на про-
извольный функционал X(φ), в виде

δΛX(φ) =
(
sX(φ)

)
Λ(φ) = X,AR

AΛ(φ), (1.5.1)

где функционал Λ(φ) обладает свойствами

ε(Λ(φ)) = 1, Λ2(φ) = 0. (1.5.2)

БРСТ-оператор s определен в (1.4.8), а набор функций RA задается соот-
ношением

RA(φ) =
(
Ri

α(A)C
α, 0 ,−1

2
(−1)εβfαβγC

γCβ, Bα
)
, (1.5.3)

ε(RA(φ)) = εA + 1 .

Далее рассмотрим замену переменных следующего вида

ϕA = ϕA(φ) = φA + δΛφ
A = φA + (sφA)Λ(φ) = (1.5.4)

= φA +RA(φ)Λ(φ) .

Этому преобразованию соответствует суперматрица Якобиана

MA
B(φ) =

δϕA(φ)

δφB
= δAB +

δRA(φ)

δφB
Λ(φ)(−1)εB +RA(φ)

δΛ(φ)

δφB

≡ δAB +RA
,BΛ(φ)(−1)εB +RAΛ,B(φ) ,

(1.5.5)

где ε(MA
B(φ)) = εA + εB.

Рассмотрим теперь функциональный интеграл

I =

∫
Dϕ exp

{
iW (ϕ)

}
(1.5.6)

с некоторым функционалом W (ϕ). Замена переменных (1.5.4) приводит к
результату

I =

∫
Dφ sDetM(φ) exp

{
iW (ϕ(φ))

}
=

∫
Dφ exp

{
i
[
W (ϕ(φ))− i sTr lnM(φ)

]}
,

(1.5.7)

где sDet и sTr обозначают функциональные супердетерминант и суперслед,
соответственно. Благодаря свойству нильпотентности Λ2 = 0, вычисление
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sTr lnM существенно упрощается:

sTr lnM(φ) = −
∞∑
n=1

(−1)n

n
sTr

(
RA

,BΛ(−1)εB +RAΛ,B

)n
= −

∞∑
n=1

(−1)n

n
sTr

(
RAΛ,B

)n
= +

∞∑
n=1

(−1)n

n

(
Λ,AR

A
)n

=
∞∑
n=1

(−1)n

n
(sΛ)n

= − ln
(
1 + sΛ(φ)

)
.

(1.5.8)

Следовательно, можно представить точную формулу для Якобиана произ-
вольного БРСТ-преобразования с параметром, зависящим от полей

sDetM(φ) =
1

1 + sΛ(φ)
. (1.5.9)

Используя W (φ+δΛφ) = W (φ)+δΛW (φ), функциональный интеграл (1.5.7)
можно представить в виде соотношения

I =

∫
Dφ exp

{
i
[
W (φ) + s

(
W (φ)

)
Λ(φ) + i ln

(
1 + sΛ(φ)

)]}
(1.5.10)

справедливого для произвольных функционалов W (φ) и Λ(φ).
Заметим, что по сравнению со стандартным БРСТ-преобразованием, зави-

сящее от полей их обобщение δΛ перестает быть нильпотентным, поскольку
для sX 	= 0

δ2ΛX(φ) = δΛ
[(
sX(φ)

)
Λ(φ)

]
=

(
sX(φ)

)(
sΛ(φ)

)
Λ(φ) (1.5.11)

обращается в ноль только, если

0 = sΛ(φ) = Λ,A(φ)R
A(φ) =⇒ Λ(φ) = const. (1.5.12)

В этом случае, однако, sDetM(φ) = 1, и преобразование становиться три-
виальным.
Применим полученные результаты к вакуумному функционалу для теории

Янга –Миллса в калибровке, описываемой калибровочным функционалом ψ

Zψ(0) =

∫
Dϕ exp

{
iSeff(ϕ)

}
. (1.5.13)

Поскольку действие Seff инвариантно относительно зависящих от полей
БРСТ-преобразований (1.5.4), т.е. Seff(ϕ(φ)) = Seff(φ), то, используя фор-
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мулу (1.5.10), мы получаем

Zψ(0) =

∫
Dφ exp

{
i
[
Seff(φ) + i ln

(
1 + sΛ(φ)

)]}
. (1.5.14)

Заметим далее, что в силу нильпотентности оператора s мы можем допол-
нительное слагаемое к действию Seff(φ) представить в виде

i� ln
(
1 + sΛ(φ)

)
= s δψ(φ) (1.5.15)

c

δψ(φ) = iΛ(φ)
(
sΛ(φ)

)−1
ln
(
1 + sΛ(φ)

)
. (1.5.16)

Итак, вставка Якобиана (1.5.9) соответствует добавлению к действию
БРСТ-точного члена

Zψ(0) =

∫
Dφ exp

{
i
[
S0(A) + sψ(φ) + sδψ(φ)

]}
= Zψ+δψ(0). (1.5.17)

Мы видим, что произвольное зависящее от полей БРСТ-преобразование в
вакуумном функционале может быть представлено в виде модификации ка-
либровочного функционала. Следует отметить, что данный факт не связан с
какими-либо ограничениями на δψ. Высказанное утверждение остается спра-
ведливым не только на линеаризованном уровне δψ, но точно, в частности,
во всех порядках разложения по δψ.
Поучительно полученный результат представить с другой (противополож-

ной) точки зрения: любое изменение калибровки, ψ → ψ + δψ, может быть
достигнуто зависящим от полей БРСТ-преобразованием, чей параметр Λ(φ)
может быть найден с помощью обращения уравнения (1.5.15), т.e. решением

sΛ(φ) = exp
{− is δψ}− 1 . (1.5.18)

С точностью до БРСТ-точных членов, решение имеет вид

Λ(φ) = δψ (s δψ)−1
(
exp

{− is δψ}− 1
)

= −i δψ
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!

(−i s δψ)n . (1.5.19)

Рассмотрим в качестве примера изменение параметра ξ в классе ковари-
антных Rξ калибровок, описываемых калибровочным функционалом

ψ(φ) = C̄a
(
∂μAa

μ +
ξ

2
Ba

)
. (1.5.20)
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Зависящее от полей БРСТ преобразование, которое связывает калибровку
Rξ с калибровкой Rξ+δξ дается соотношением (1.5.18) с

δψ =
1

2
δξ C̄aBa =⇒ s δψ =

1

2
δξ B2 (1.5.21)

где

B2 = BaBa . (1.5.22)

Из (1.5.19) мы находим, что

Λ(φ) = C̄aBa(B2)−1
(
exp

{δξ
2i
B2

}− 1
)
=

=
δξ

2i
C̄aBa

{
1 +

1

2!

δξ

2i
B2 +

1

3!

(δξ
2i
B2

)2
+ . . .

}
. (1.5.23)

Полагая δξ = ξ, мы можем связать, в частности, калибровку Ландау (при
ξ=0) с любой Rξ калибровкой с помощью зависящего от полей БРСТ преоб-
разования.

Вопросы для самопроверки

1. Расширенное конфигурационное пространство для теорий Янга –
Миллса.

2. БРСТ-преобразования. Генератор БРСТ-преобразований в лагранжевом
формализме.

3. БРСТ-заряд.
4. Анти-БРСТ-преобразования.
5. Уравнение Зинн-Жюстина.
6. Тождество Уорда в терминах расширенного производящего функционала
функций Грина.

7. Действие Фаддеева –Попова для теорий Янга –Миллса.
8. Произвольные БРСТ-преобразования с параметром, зависящим от полей.
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2. Метод Баталина –Вилковыского

Теории супергравитации были открыты в середине 1970-х годов [17–19].
Непосредственное применение решений Фаддеева –Попова (1.4.3), (1.4.4) при-
водит в случае таких теорий к неправильному результату: а именно – к на-
рушению унитарности физической S-матрицы. Причина кроется в структу-
ре калибровочных преобразований для этих теорий. В случае этих теорий,
калибровочные преобразования для исходного действия не образуют груп-
пу. Возникающие структурные коэффициенты могут зависеть от полей ис-
ходной теории, а калибровочная алгебра этих преобразований может быть
открытой с членами пропорциональными уравнениям движения. Более то-
го, попытки ковариантного квантования калибровочных теорий с линейно-
зависимыми генераторами калибровочных преобразований приводят к пони-
манию того, что невозможно использовать правила Фаддеева –Попова для
построения подходящей квантовой теории [20–22]. Поэтому квантование ка-
либровочных теорий требует учитывать много новых аспектов (в отличии от
квантовой электродинамики и теории Янга –Миллса) таких, как открытые
алгебры, приводимые генераторы и т.д. В работах [23–30] была реализована
схема их квантования, с использованием различных типов гостов, антигостов,
гостов для гостов (госты Нильсен –Каллош и т.д.).
Универсальный подход к проблеме ковариантного квантования, обобщаю-

щий все эти попытки, был предложен И. А. Баталиным и Г. А. Вилковы-
ским [31, 32]. Формализм Баталина –Вилковыского (БВ-формализм) задает
правила квантования калибровочных теорий общего вида.

2.1. Калибровочные теории общего вида

Исходной точкой метода Баталина –Вилковыского является теория полей
Ai, i = 1, 2, ..., n, ε(Ai) = εi, для которых предполагается, что классическое
действие S0(A) имеет, по крайней мере, одну стационарную точку A0 = {Ai

0}
S0,i(A)|A0

= 0, (2.1.1)

и является регулярной функцией в окрестности A0. Уравнение (2.1.1)
определяет поверхность Σ в пространстве функций Ai. Предполагает-
ся, что действие S0(A) инвариантно при калибровочных преобразованиях
δAi = Ri

α(A)ξ
α в окрестности стационарной точки предполагается

S0,i(A)R
i
α(A) = 0, α = 1, 2, ...,m, 0 < m < n, ε(ξα) = εα. (2.1.2)
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Здесь ξα – произвольные функции координат пространства-времени, а Ri
α(A)

(ε(Ri
α) = εi + εα) – генераторы калибровочных преобразований. Здесь так-

же будут использованы конденсированные обозначения, принятые ДеВит-
том [33], когда любой индекс включает в себя все частичные (пространства-
времени, индекс некоторой внутренней группы, Лоренцевский индекс и т.д.).
Суммирование по повторяющимся индексам предполагает интегрирование по
непрерывным и обычное суммирование по дискретным индексам.
Например, для теории Янга –Миллса полей Aa

μ имеем

Ai ≡ Aa
μ(x), Ri

α(A) ≡ Dab
μ (A(x))δ(x− y), i = (x, μ, a), α = (y, b)

и т.д.
Из тождеств (2.1.2) (тождества Нётер) следует, что, во-первых, уравнения

движения не являются независимыми и, во-вторых, (некоторые) пропагаторы
не существуют, так как матрица Hij = S0,ij для S0 вырождена в любой точке
на стационарной поверхности Σ:

S0,i(A)R
i
α,j(A) + S0,ji(A)R

i
α(−1)εαεj = 0 =⇒ S0,jiR

i
α|A0

= 0.

Генераторы Ri
α на массовой оболочке (2.1.1) представляют собой собствен-

ные векторы с нулевыми собственными значениями матрицы S0,ij. Мы пред-
полагаем выполнение, так называемого, условия регулярности [32, 34, 35],
откуда следует, что вырождение матрицы Hij на оболочке связано только с
независимыми собственными векторами с нулевыми значениями Ri

α. Суще-
ствует два ключевых следствия условия регулярности:

1. Если функция F (A) полей Ai равна нулю на массовой оболочке (S0,i = 0),
то F должна являться линейной комбинацией уравнений движения

F (A)|Σ = 0 =⇒ F (A) = S0,i(A)λ
i

с некоторыми величинами λi, которые могут являться функциями от Ai.

2. Любое решение тождеств Нётер (2.1.2) является калибровочным преоб-
разованием, с точностью до членов пропорциональных уравнениям движения

S0,i(A)λ
i = 0 ⇐⇒ λi = Ri

α(A)λ
α + S0,j(A)M

ij(A), (2.1.3)

где M ij удовлетворяет условию

M ij = −(−1)εiεjM ji.
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Второй член Ri
triv = S0,jM

ij в (2.1.3) известный как тривиальное калибро-
вочное преобразование исходного действия S0(A) исчезает на экстремалях
S0(A) : Ri

triv|Σ = 0.
Пусть rankRi

α|Σ = r - ранг калибровочных генераторов, взятых на экстре-
малях (2.1.1).
Если условие r = m выполняется, то генераторы Ri

α являются линейно
независимыми, а рассматриваемая теория принадлежит классу неприводи-
мых теорий.
Если r < m, то генераторы Ri

α - линейно зависимы. В этом случае калиб-
ровочная теория принадлежит классу приводимых теорий. Линейная зависи-
мость Ri

α подразумевает, что матрица Ri
α имеет на экстремалях S0,j(A) = 0

собственные векторы с нулевыми собственными значениями Zα
α1

= Zα
α1
(A),

такие, что

Ri
αZ

α
α1

= S0,jK
ij
α1
, α1 = 1, ...,m1 (2.1.4)

а числа εα1
= 0, 1 могут быть введены таким образом, что ε(Zα

α1
) = εα+ εα1

.
Матрицы K ij

α1
в (2.1.4) могут выбраны так, чтобы они обладали свойством:

K ij
α1

= −(−1)εiεjKji
α1
.

Пусть ранг матрицы Zα
α1
на экстремалях равен

rankZα
α1
|Σ = r1.

Если условие r1 = m1 выполняется, то калибровочная теория является явля-
ется калибровочной теорией первой стадии приводимости. В общем случае
r1 < m1, набор Zα

α1
линейно-зависим сам по себе, так что на экстремалях

S0,i = 0 существует набор собственных векторов Zα1
α2

= Zα1
α2
(A) с нулевыми

собственными значениями.

Zα
α1
Zα1
α2

= S0,jL
αj
α2
, α2 = 1, ...,m2, (2.1.5)

а числа εα2
= 0, 1 такие, что ε(Zα1

α2
) = εα1

+ εα2
. Пусть, в свою очередь,

rankZα−1
α2

|Σ = r2.

Если r2 = m2, то мы имеем дело, согласно определению, с калибровочной
теорией второй стадии приводимости. В общем случае набор Zα−1

α2
может

быть приводимым, т. e. r2 < m2 и т. д. Таким образом, возникает последо-
вательность уравнений приводимости:

Zαs−2
αs−1

Zαs−1
αs

= S0,jL
αs−2j
αs

, αs = 1, ...,ms; s = 1, .., L, (2.1.6)
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где использованы следующие обозначения

Zα−1
α0

≡ Ri
α, Lα−1j

α0
≡ K ij

α , (2.1.7)
ε(Zαs−1

αs
) = εαs−1

+ εααs
,

rankZαs−1
αs

≡ rs.

Стадия приводимости L определяется последним значением s, для которого
rs = ms.
Здесь необходимо заметить, что для заданной калибровочной теории ка-

либровочные генераторы Ri
α, как и собственные векторы с нулевыми значе-

ниями Z
αs−1
αs , определены неоднозначно. Произвол в их определении может

быть описан следующими соотношениями:

R̄i
α = Ri

βX
β
α + S0,jY

ij
α , Y ij

α = −(−1)εiεjY ji
α ,

Z̄αs−1
αs

= Z
αs−1

βs
Dβs

αs
+ S0,jE

αs−1j
αs

, s = 1, ..., L,

где матрицы Xβ
α , Dβs

αs
являются обратимыми.

Набор калибровочных генераторов {Ri
α} (2.1.2), собственных векторов

{Zαs−1
αs } (2.1.6) и структурных функций {Lαs−2j

αs } (2.1.6) определяет струк-
туру калибровочной алгебры на первом уровне.
Структура калибровочной алгебры на втором уровне может быть найдена

изучением коммутаторов калибровочных преобразований и некоторых след-
ствий из соотношений (2.1.2) и (2.1.6). Мы предполагаем, что набор {Ri

α(A)}
является полным. Рассмотрим коммутатор двух калибровочных преобразо-
ваний [δ1, δ2]A

i = δ1(δ2A
i)−δ2(δ1Ai) с калибровочными параметрами ξα1 , ξ

β
2 .

Что приводит к

[δ1, δ2]A
i =

(
Ri

α,jR
j
β − (−1)εαεβRi

β,jR
j
α

)
ξβ1 ξ

α
2 .

Так как этот коммутатор является также калибровочной симметрией дей-
ствия, после факторизации калибровочных параметров ξα1 , ξβ2 тождества
Нётер записываются в виде

S0,i

(
Ri

α,jR
j
β − (−1)εαεβRi

β,jR
j
α

)
= 0.

Поэтому, как следствие условия полноты, можно доказать, что алгебра
генераторов имеет следующий общий вид ( [34–36]):
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Ri
α,j(A)R

j
β(A)− (−1)εαεβRi

β,j(A)R
j
α(A) = (2.1.8)

= −Ri
γ(A)F

γ
αβ(A)− S0,j(A)M

ij
αβ(A),

где F γ
αβ(A) – структурные функции, в общем случае зависящие от по-

лей Ai со следующими свойствами симметрии: F γ
αβ(A) = −(−1)εαεβF γ

βα(A),
а M ij

αβ(A) удовлетворяет условиям:

M ij
αβ(A) = −(−1)εiεjM ji

αβ(A) = −(−1)εαεβM ij
βα(A).

Если M ij
αβ(A) = 0, то теория называется калибровочной теорией с замкну-

той калибровочной алгеброй. Если M ij
αβ(A) 	= 0, то калибровочная алгебра

называется открытой. В этом случае, в силу свойств симметрии M ij
αβ(A),

величины Ri
αβ,triv(A) = S0,j(A)M

ij
αβ(A) являются симметричными (тривиаль-

ными) генераторами исходного действия S0(A), исчезающими на экстрема-
лях S0(A):

Ri
αβ,triv(A)|S0,i=0 = 0,

но они не связаны с дополнительным вырождением S0(A), т.к. ранг матрицы
Hij, описывающей вырождение исходного действия, определен на экстрема-
лях S0,i = 0.
Если M ij

αβ(A) = 0, а F γ
αβ не зависит от полей, калибровочные преоб-

разования образуют калибровочную группу, а (2.1.8) сводится к (1.4.2) и
определяет алгебру Ли (более детально см. в приложении A).
Для неприводимых теорий структура калибровочной алгебры на вто-

ром уровне определяется набором структурных функций {F γ
αβ} и мат-

риц {M ij
αβ} в (2.1.8). Для приводимых теорий существование соотношений

между Zαs−1
αs (2.1.6) приводит к появлению новых структурных функций. Про-

демонстрируем этот момент для калибровочных теорий первой стадии приво-
димости. Для этого умножим соотношение (2.1.8) на собственный вектор Zβ

α1
.

Получим(
Ri

α,jR
j
β − (−1)εαεβRi

β,jR
j
α +Ri

γF
γ
αβ + S0,jM

ij
αβ

)
Zβ
α1

= 0. (2.1.9)

Во-первых, заметим, что выражения (2.1.4) позволяют выразить
Rj

βZ
β
α1
в терминах, пропорциональных уравнениям движения. Во-вторых,

35



дифференцируя (2.1.4) и (2.1.2) по A, получим, что

Ri
β,jZ

β
α1
(−1)εj(εβ+εα1) +Ri

βZ
β
α1,j

= (2.1.10)

= S0,jlK
li
α1
(−1)εj(εi+εα1) + S0,lK

il
α1,j

,

S0,jiR
j
α(−1)εlεα + S0,iR

i
α,j = 0. (2.1.11)

Затем, умножая (2.1.10) на Rj
α и используя тождества Нётер (2.1.2) и соот-

ношения (2.1.11), находим

− (−1)εαεβRi
β,jR

j
αZ

β
α1

= (−1)εαεα1Ri
βZ

β
α1,j

Rj
α +

+ S0,j(R
j
α,lK

il
α1
(−1)εαεi −K ij

α1,l
Rl

α(−1)εαεα1).

Подставляя этот результат в (2.1.9), можно получить выражения

Ri
β((−1)εαεα1Zβ

α1,j
Rj

α − F β
αγZ

γ
α1
) = S0,jY

ij
α1α
,

где все члены, пропорциональные уравнению движения входят в Y ij
αα1
. Учи-

тывая полноту набора собственных векторов Zα
α1
, общее решение уравнения

(−1)εαεα1Zβ
α1,j

Rj
α − F β

αγZ
γ
α1

= −Zβ
β1
P β1
α1α

− S0,jQ
βj
α1α

(2.1.12)

определяет новое калибровочно-структурное соотношение аналогич-
ное (2.1.8). Таким образом, две новые структурные функции P β1

αα1
и Qβj

αα1

возникают в полном определении структуры калибровочной алгебры для
теории первой стадии приводимости на втором уровне.
Чтобы определить структуру калибровочной алгебры на третьем уровне

необходимо рассмотреть тождество Якоби для калибровочных преобразова-
ний и некоторые следствия из соотношений, описывающих калибровочную
структуру, предыдущих уровней. Так для неприводимых теорий необходимо
рассмотреть тождество Якоби для коммутаторов калибровочных преобразо-
ваний

[δ1, [δ2, δ3]]A
i + cycl.perm.(1, 2, 3) = 0

и найти

(Ri
γD

γ
αβδ + S0,kZ

ik
αβδ)ξ

δ
1ξ

β
2 ξ

α
3 + cycl.perm.(1, 2, 3) = 0, (2.1.13)

где величины

Dγ
αβδ = (−1)εαεδ(F γ

ασF
σ
βδ + F γ

αβ,iR
i
δ) + cycl.perm.(α, β, δ),
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Zik
αβδ = (−1)εαεδ(M ik

ασF
σ
βδ +M ik

αβ,jR
j
δ − (−1)εiεαRk

α,jM
ij
βδ +

+(−1)εk(εα+εi)Ri
α,jM

kj
βδ) + cycl.perm.(α, β, δ)

обладают следующими свойствами обобщенной антисимметрии

Dγ
αβδ = −(−1)εαβδDγ

βαδ = −(−1)εαβδDγ
αδβ,

Z ik
αβδ = −(−1)εkεiZki

αβδ = −(−1)εαβδZik
βαδ = −(−1)εαβδZik

αδβ.

Вследствие линейной-независимости генераторов Ri
α и их полноты

(2.1.13), имеем следующее решение

Dγ
αβδ = S0,kQ

γk
αβδ (2.1.14)

со свойствами обобщенной антисимметрии

Qγk
αβδ = −(−1)εαβδQγk

βαδ = −(−1)εαβδQγk
αδβ,

εαβδ ≡ εαεβ + εαεγ + εβεγ.

Используя это решение, (2.1.13) может быть представлено в виде

S0,k

(
Zik
αβδ + (−1)εk(εi+εγ)Ri

γQ
γk
αβδ

)
ξδ1ξ

β
2 ξ

α
3 + cycl.perm.(1, 2, 3) = 0.

В связи с полнотой калибровочных генераторов Ri
α общее решение такого

уравнения имеет вид

Z ik
αβδ + (−1)εk(εi+εγ)Ri

γQ
γk
αβδ − (−1)εkεγRk

γQ
γi
αβδ = S0,jM

ikj
αβδ, (2.1.15)

где M ikj
αβδ обладают свойством обобщенной антисимметрии по i, j, k и α, β, δ

M ikj
αβδ = −(−1)εkεiMkij

αβδ = −(−1)εkεjM ijk
αβδ,

M ikj
αβδ = −(−1)εαβδM ikj

βαδ = −(−1)εαβδM ikj
αδβ.

Для неприводимых теорий функции Qγk
αβδ и M ikj

αβδ определяют структуру ка-
либровочной алгебры на третьем уровне. В свою очередь, (2.1.15) может быть
рассмотрено как новое соотношение, описывающее калибровочную структу-
ру на этом уровне. В случае приводимых теорий дополнительно возникают
новые структурные функции на третьем уровне. Здесь мы продемонстриру-
ем этот факт для калибровочных теорий первой стадии приводимости. Соб-
ственные векторы Zα1

α приводят к модификации решения тождества Яко-
би (2.1.13). Вместо соотношения (2.1.14) имеем

Dγ
αβδ + Zγ

σ1
F σ1

αβδ = S0,kQ
γk
αβδ, (2.1.16)
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и следовательно тождество Якоби может быть переписано в виде

S0,k

(
Z ik
αβδ + (−1)εk(εi+εγ)Ri

γQ
γk
αβδ +K ik

α1
F α1

αβδ

)
ξδ1ξ

β
2 ξ

α
3 + cycl.perm.(1, 2, 3) = 0

с K ij
α1
определенным в (2.1.4). Общее решение

Z ik
αβδ + (−1)εk(εi+εγ)Ri

γQ
γk
αβδ − (2.1.17)

−(−1)εkεγRk
γQ

γi
αβδ +K ik

α1
F α1

αβδ = S0,jM
ikj
αβδ.

Выражение (2.1.17) может быть рассмотрено как новое соотношение, описы-
вающее калибровочную структуру. Функции Qγk

αβδ, M
ikj
αβδ и F α1

αβδ определяют
для приводимой теории первой стадии структуру калибровочной алгебры на
третьем уровне и т.д. В общем случае структура калибровочной алгебры вы-
глядит как набор бесконечного числа структурных функций, которые опреде-
ляют бесконечное число соотношений, определяющих калибровочную струк-
туру. Примечателен тот факт, что все эти соотношения в рамках БВ - ме-
тода могут быть собраны в решении классического мастер-уравнения.
Калибровочные теории, чьи генераторы удовлетворяют (2.1.8) называют-

ся калибровочными теориями общего вида.

Пример: теория Янга –Миллса
Рассмотрим пример калибровочных теорий с точки зрения общих опре-

делений (2.1.4) – (2.1.6), (2.1.8). Для теории Янга –Миллса имеем на-
бор линейно-независимых генераторов Ri

α = Dab
μ и калибровочную алгебру

(2.1.8) с

M ij
αβ(A) = 0, F γ

αβ ≡ fabcδ(x− y)δ(y − z)δ(x− z).

По определению теория Янга –Миллса относится к классу неприводимых
теорий с замкнутой калибровочной алгеброй.

Пример: модель Фридмана –Таунсенда
Рассмотрим модель Фридмана –Таунсенда как пример приводимой теории

в d = 4. Эта теория неабелевого антисимметричного поля Bρ
μν с действием

S0

(
Aρ

μ, B
ρ
μν

)
=

∫
d4x

(
− 1

4
εμνρσF ρ

μνB
a
ρσ +

1

2
Aa

μA
aμ
)
,

где Aa
μ – векторное поле с напряженностью

F a
μν = ∂μA

a
ν − ∂νA

a
μ + fabcAb

μA
c
ν,
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fabc – структурные константы группы Ли, тензор Леви-Чивита εμνρσ норми-
рован как ε0123 = 1.
Уравнения движения получаются из рассмотрения вариациии действия S0

по Aa
μ, Ba

μν

δS0 =

∫
d4x

(
− 1

4
εμνρσδF a

μνB
a
ρσ −

1

4
εμνρσF a

μνδB
a
ρσ + δAa

μA
aμ
)
.

Вариационная производная действия S0 по Ba
μν находится непосредственно

δS0

δBa
μν

= −1

4
ερσμνF a

ρσ,

Для нахождения вариационной производной действия S0 по Aa
μ рассмотрим

более внимательно вариацию напряженности F a
μν

δF a
μν = ∂μδA

a
ν − ∂νδA

a
μ + facb

(
δAc

μA
b
ν + Ac

μδA
b
ν

)
−

− 1

4
εμνρσδF a

μνB
a
ρσ = −1

2
εμνρσ

(
∂μδA

a
ν + facbδAc

μA
b
νB

a
ρσ

)
=

=
1

2
εμνρσδAa

νD
ab
μ B

b
ρσ,

c учетом этого результата, мы имеем

δS0

δAa
μ

=
1

2
ενμρσDab

ν B
b
ρσ + Aaμ = −1

2
εμνρσDab

ν B
a
ρσ + Aaμ.

Заметим далее, что действие является инвариантным при калибровочных
преобразованиях

δAa
μ = 0, δBa

μν = Dab
μ ξ

b
ν −Dab

ν ξ
b
μ,

где ξaμ – произвольные калибровочные параметры, а Dab
μ - ковариантная

производная по потенциалу Aa
μ

Dab
μ = δab∂μ + facbAc

μ.

Действительно,

δS0 =

∫
d4x

(
− 1

4
εμνρσF a

μνδB
a
ρσ

)
=

=

∫
d4x

(
− 1

2
εμνρσF a

μνD
ab
ρ ξ

b
σ

)
=
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=

∫
d4x

(
− 1

2
εμνρσF a

μν∂ρξ
a
σ −

1

2
εμνρσF a

μνf
acbAc

ρξ
b
σ

)
=

=

∫
d4x

(
− εμνρσ∂μA

a
ν∂ρξ

a
σ −

1

2
εμνρσfacbAc

μA
b
ν∂ρξ

a
σ −

− εμνρσ∂μA
a
νf

acbAc
ρξ

b
σ −

1

2
εμνρσfamnAm

μ A
n
νf

acbAc
ρξ

b
σ

)
=

=

∫
d4x

(
εμνρσ∂ρ∂μA

a
νξ

a
σ +

1

2
εμνρσfacb

(
∂ρA

c
μA

b
ν + Ac

μ∂ρA
b
ν

)
ξaσ −

− εμνρσ∂μA
a
νA

c
ρf

acbξbσ −
1

2
εμνρσfamnfacbAm

μ A
n
νA

c
ρξ

b
σ

)
=

=

∫
d4x

(
εμνρσfacb∂ρA

c
μA

b
νξ

a
σ − εμνρσ∂μA

a
νA

c
ρf

acbξbσ −

− 1

2
εμνρσf bcafamnAm

μ A
n
νA

c
ρξ

b
σ

)
− ερμνσ∂ρA

c
μA

b
νf

cbaξaσ =

= −εμνρσfacb∂ρAc
μA

b
νξ

a
σ,

Заметим, что член кубичный по векторным полям обращается в нуль в силу
тождеств Якоби для структурных констант:

1

2
εμνρσf bcafamnAm

μ A
n
νA

c
ρξ

b
σ =

1

6
εμνρσ

(
f bcafamn + f bnafacm + f bmafanc

)
Am

μ A
n
νA

c
ρξ

b
σ.

δS0 = 0, δAa
μ = 0, δBa

μν = Dab
μ ξ

b
ν −Dab

ν ξ
b
μ. (2.1.18)

Очевидно, что [δ1, δ2]B
a
μν = 0, и, следовательно, калибровочная алгебра яв-

ляется абелевой ( F γ
αβ = 0) и замкнутой ( M ij

αβ = 0).
Пусть

δBa
μν = Rab

μναξ
βα,

Rab
μνα = Dab

μ δνα −Dab
ν δμα.

Тогда можно показать, что такая алгебра является алгеброй первой стадии
приводимости. Действительно, рассмотрим

δZabμ = Dab
μ ,

Rab
μναZ

bcα = Dab
μ D

bc
ν −Dab

ν D
bc
μ = fabcF b

μν.

[Dμ, Dν]ξ = [Fμν, ξ].
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Заметим, что

δS0

δBa
μν

= −1

4
ερσμνF a

ρσ,

εμνρσ
δS0

δBa
μν

= −1

4
εμνρσε

αβρσF a
αβ =

1

2

(
δαμδ

β
ν − δαν δ

β
μ

)
F a
αβ = F a

μν.

Следовательно,

Rab
μναZ

bcα = εμνρσf
abc δS0

δBb
ρσ

,

Ri
αZ

α
α1

= S0,jK
ij
α1
.

модель Фридмана –Таунсенда является содержательным примером калибро-
вочной теории первой стадии приводимости.

2.2. Правила БВ-квантования

Процедура БВ-квантования для калибровочных теорий общего вида пред-
ставляется в виде последовательности ряда действий (введение конфигура-
ционного пространства, антиполей, антискобки и т.д.).

Конфигурационное пространство
Введем общее конфигурационное пространство φA. Для неприводимых

теорий пространство φA включает в себя гостовские и антигостовские по-
ля Cα и C̄α, а также вспомогательные поля Наканиши–Лаутрупа Bα

φA = (Ai, Bα, Cα, C̄α), ε(φA) = εA, (2.2.1)

со следующими значениями грассмановской четности и гостовского числа

ε(Ai) = εi, ε(Bα) = εα, ε(Cα) = ε(C̄α) = εα + 1,

gh(Ai) = gh(Bα) = 0, gh(Cα) = 1, gh(C̄α) = −1.

Видим, что, как и в случае теорий типа Янга –Миллса, для неприводимых
калибровочных теорий в БВ-формализме общее конфигурационное простран-
ство построено путем расширения полей Ai в отношении набора полей Нак-
ниши – Лаутрупа, гостовских и антигостовских полей, с учетом числа калиб-
ровочных функций {ξα}. Для приводимых теорий пространство φA име-
ет более сложную структуру [32] и содержит главные цепочки гостов Cαs

s ,
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антигостов C̄αs
s и вспомогательных Bαs

s полей, а также пирамиды гостов для
гостов Cαs

s(ns)
и вспомогательных Bαs

s(ns)
полей (Cα0

0 ≡ Cα, C̄α0

0 ≡ C̄α, Bα0

0 ≡ Bα

в (2.2.1))

φA =
(
Ai; Bαs

s , C
αs
s , C̄

αs
s , s = 0, 1, ..., L;Bαs

s(ns)
, Cαs

s(ns)
, s = 1, ..., L, ns = 1, ..., s

)
со свойствами

ε(Ai) = εi,

ε(Bαs
s ) = (εα + s) mod2, s = 0, 1, ..., L,

ε(Bαs

s(ns)
) = (εαs

+ s) mod2, s = 1, ..., L, ns = 1, ..., s,

ε(Cαs
s ) = ε(C̄αs

s ) = (εαs
+ s+ 1) mod2, s = 0, 1, ..., L,

ε(Cαs

s(ns)
) = (εαs

+ s+ 1) mod2, s = 1, ..., L, ns = 1, ..., s,

gh(Ai) = 0, (2.2.2)
gh(Bαs

s ) = −s, s = 0, 1, ..., L;

gh(Bαs

s(ns)
) = s− 2(ns − 1), s = 1, ..., L, ns = 1, ..., s;

gh(Cαs
s ) = −gh(C̄αs

s ) = (s+ 1), s = 0, 1, ..., L

gh(Cαs

s(ns)
) = s+ 1− 2ns, s = 1, ..., L, ns = 1, ..., s.

По сравнению с первоначальным предположением [32] мы используем немно-
го измененные обозначения (для простоты и единообразия) вспомогательных
полей и пирамид полей. В частности, πsαs

≡ Bαs
s . В качестве примера для

теории первой стадии приводимости имеется следующее отождествление для
пирамид:

C
′α1
1 ≡ Cα1

1(1), C
′α2
2 ≡ Cα2

2(1), C̄
′′
2α2

≡ Cα2

2(2),

π
′α1
1 ≡ Bα1

1(1), π
′α2
2 ≡ Bα2

2(1), π
′′
2α2

≡ Bα2

2(2).

Антиполя
Для каждого поля φA (общего конфигурационного пространства) вводится

соответствующее антиполе φ∗A

φ∗A =
(
A∗

i , B
∗
sαs
, C∗

sαs
, C̄∗

sαs
, s = 0, 1, ..., L; B∗

s(ns)αs
, (2.2.3)

C∗
s(ns)αs

, s = 1, ..., L, ns = 1, ..., s
)
.
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Статистики φ∗A противоположны статистикам соответствующих полей φA

ε(φ∗A) = εA + 1,

а гостовские числа полей и соответствующих антиполей связаны правилом

gh(φ∗A) = −1− gh(φA).

Антискобка
На пространстве полей φA и антиполей φ∗A можно определить нечетную

симплектическую структуру ( , ), называемую антискобкой

(F,G) ≡ δF

δφA
δG

δφ∗A
− (F ↔ G) (−1)(ε(F )+1)(ε(G)+1). (2.2.4)

Производные по полям понимаются как правые, а по источникам – как левые
(см. приложение C). Можно легко проверить, что из определения (2.2.4)
вытекают следующие свойства антискобки:

1. Грассманова четность

ε((F,G)) = ε(F ) + ε(G) + 1 = ε((G,F )). (2.2.5)

2. Обобщенная антисимметрия

(F,G) = −(G,F )(−1)(ε(F )+1)(ε(G)+1). (2.2.6)

3. Правило Лейбница

(F,GH) = (F,G)H + (F,H)G(−1)ε(G)ε(H). (2.2.7)

4. Обобщенное тождество Якоби

((F,G), H)(−1)(ε(F )+1)(ε(H)+1) + cycle(F,G,H) ≡ 0. (2.2.8)

Легко убедиться, что антискобка (2.2.4) инвариантна при антиканони-
ческом преобразовании переменных φ, φ∗ с производящим функционалом
X = X(φ, φ∗), ε(X) = 1:

φ
′A =

δX(φ, φ∗
′
)

δφ∗′A
, φ∗A =

δX(φ, φ∗
′
)

δφA
. (2.2.9)

Такое свойство нечетной симплектической структуры (2.2.4) на простран-
стве φ, φ∗ является аналогом свойства инвариантности четной симплекти-
ческой структуры (скобки Пуассона) при каноническом преобразовании
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канонических переменных (p, q) (для подробного рассмотрения нетривиаль-
ных соотношений между скобкой Пуассона и антискобкой см. [37,38]). Впер-
вые важность антиканонических преобразований (2.2.9) в формулировке БВ-
метода обсуждалась в [39] (более подробно см. [34,40–43]).

Δ-оператор
Введем нильпотентный оператор Δ,

Δ = (−1)εA
δl
δφA

δ

δφ∗A
, Δ2 = 0 ε(Δ) = 1.

Оператор (2.2.10) не достаточно хорошо определен на локальных функци-
оналах, потому что для любого локального функционала S ΔS ∼ δ(0), и
сталкиваемся с, так называемой, «проблемой δ(0)». Обычным способом реше-
ния этой проблемы является использование размерной регуляризации, когда
соответствующая сингулярность [44] ∼ δ(0) равна нулю. Недавно Шахвер-
диевым, Тютиным и Вороновым [45] было предложено новое исчисление для
локальных вариационных дифференциальных операторов в локальной кван-
товой теории поля, в котором δ(0) вообще не возникает. Будем предполагать,
что все наши формальные манипуляции с операторами такими, как Δ, мо-
гут быть поддержаны соответствующей регуляризационной схемой. Заметим,
что, действуя оператором Δ на произведение двух функционалов F и G,
можно воспроизвести антискобку:

Δ[F ·G] = (ΔF ) ·G+ F · (ΔG)(−1)ε(F ) + (F,G)(−1)ε(F ).

2.3. Квантовое мастер-уравнение

Квантовое мастер-уравнение (КМЕ) определяется следующим образом

1

2
(S, S) = i�ΔS (2.3.1)

или в эквивалентной форме

Δexp

{
i

�
S

}
= 0, (2.3.2)

где S = S(φ, φ∗) – бозонный функционал, удовлетворяющий начальному
условию

S|φ∗=�=0 = S0(A). (2.3.3)
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Бозонный функционал S является основным объектом БВ-квантования. За-
метим, что классическая часть ( � = 0) квантового мастер-уравнения (2.3.1)
формально совпадает с уравнением Зинн-Жюстина (1.4.12).

2.4. Производящий функционал функций Грина

Производящий функционал функций Грина Z(J) определяется как

Z(J) =

∫
dφ exp

{
i

�
[Seff(φ) + JAφ

A]

}
,

Seff(φ) = S(φ, φ∗ = δΨ/δφ). (2.4.1)

Здесь,Ψ = Ψ(φ) –фермионныйкалибровочныйфункционал, аJA (ε(JA) = εA)
являются обычными внешними источниками по полям φA.
Заметим [39], что процедура (2.4.1),фиксирующаякалибровку, вБВ-кван-

товании может быть описана в терминах антиканонического преобразования
переменных φ, φ∗ (2.2.9) в S(φ, φ∗) с производящим функционалом X

X(φ, φ∗) = φ∗Aφ
A +Ψ(φ),

что, в свою очередь, позволяет эффективно изучить зависимость от калиб-
ровок функций Грина [39].

2.5. БРСТ-симметрия

Для обсуждения некоторых особенностей БВ-квантования будет удобно
переписать выражение для производящего функционала Z(J) в эквивалент-
ной форме

Z(J) =

∫
dφdφ∗δ(φ∗ − δΨ/δφ) exp

{
i

�
[S(φ, φ∗) + JAφ

A]

}
(2.5.1)

=

∫
dφdφ∗dλ exp

{
i

�

[
S(φ, φ∗) + (φ∗A − δΨ/δφA)λA + JAφ

A

]}
,

где введены вспомогательные поля Наканиши–Лаутрупа λA, ε(λA) = εA+1.
Прежде всего заметим, что подынтегральное выражение в (2.5.1) дляJA = 0

инвариантно при следующих калибровочных преобразованиях:

δφA = λAμ, δφ∗A = μ
δS

δφA
, δλA = 0.
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Важно понимать, что существование такой симметрии является следствием
того, что бозонный функционал S удовлетворяет уравнению (2.3.1). Такие
преобразования представляют собой БРСТ-преобразования в пространстве
переменных φ, φ∗, λ.

2.6. Калибровочная инвариантность S-матрицы

Симметрия вакуумного функционала Z(0) при БРСТ-преобразованиях
позволяет строить независимую S-матрицу от выбора калибровки в БВ-кван-
товании.Действительно, пустьZΨ ≡ Z(0). ИзменимкалибровкуΨ → Ψ + δΨ.
В функциональном интеграле для ZΨ+δΨ сделаем замену переменных, выби-
рая для μ :

μ = − i

�
δΨ.

После простых алгебраических вычислений получаем

ZΨ+δΨ = ZΨ. (2.6.1)

Здесь необходимо обратиться к теореме эквивалентности, доказанной Кал-
лош и Тютиным [46]. Согласно этой теореме, если имеются две теории с
производящими функционалами функций Грина Z(J) и Z

′
(J) вида

Z(J) =

∫
dφ exp

{
i

�
[S(φ) + JAφ

A]

}
,

Z
′
(J) =

∫
dφ exp

{
i

�
[S(φ) + JA(φ

A + fA(φ))]

}
с некоторыми функциями fA(φ), являющимися регулярными функциями
по φ, то можно утверждать, что S-матрицы для таких теорий совпадают.
Равенство (2.6.1) означает независимость от калибровки вакуумного функ-
ционала в БВ-методе. Вследствие теоремы эквивалентности аналогичное
утверждение справедливо и для S-матриц.

2.7. Тождество Уорда

Выведем тождество Уорда, которое является следствием БРСТ-сим-
метрии. Для этого рассмотрим расширенный производящий функционал
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функций Грина

Z(J, φ∗) =
∫
dφ exp

{
i

�
[Sext(φ, φ

∗) + JAφ
A]

}
, (2.7.1)

где

Sext(φ, φ
∗) = S(φ, φ∗ + δΨ/δφ). (2.7.2)

Из приведенного выше определения следует, что

Z(J, φ∗)|φ∗=0 = Z(J),

где функционал Z(J) определен в (2.7.1).
В первую очередь заметим, что действие Sext (2.7.2) удовлетворяет кван-

товому мастер-уравнению (2.3.2). Действительно, выполняется равенство

exp

{
i

�
Sext(φ, φ

∗)
}

= exp{[Ψ, Δ]+} exp
{
i

�
S(φ, φ∗)

}
, (2.7.3)

где S(φ, φ∗) – решение мастер-уравнения (2.3.2), а Ψ = Ψ(φ). Для такого
выбора Ψ(φ) имеем

[Ψ, Δ]+ =
δΨ

δφA
δ

δφ∗A
, (2.7.4)

и оператор exp{[Ψ, Δ]+} действует как оператор трансляции по φ∗A. Заме-
тим, что

[Δ, [Ψ, Δ]+]− = 0, (2.7.5)

и следовательно

Δexp

{
i

�
Sext

}
= 0, (2.7.6)

где использовано обозначение (2.7.2).
Принимая во внимание, что Sext удовлетворяет квантовому мастер-

уравнению (2.3.2) и тот факт, что интегрирование в (2.7.1) осуществляется
по φ, получаем очевидные соотношения

0 =

∫
dφ exp

{
i

�
JAφ

A

}
Δexp

{
i

�
Sext(φ, φ

∗)
}

= (−1)εA
δ

δφ∗A

∫
dφ exp

{
i

�
JAφ

A

}
δl
δφA

exp

{
i

�
Sext(φ, φ

∗)
}
.
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Интегрируя по частям в последнем интеграле, находим, что рассматриваемая
теория удовлетворяет равенству

JA
δZ
δφ∗A

= 0. (2.7.7)

Это равенство является тождеством Уорда, записанным для расширенного
производящего функционала функций Грина, и его вид формально совпадает
с тождеством Уорда для теорий Янга –Миллса (1.3.6).
Вводя производящий функционал связных функций Грина W = W(J, φ∗)

( Z = exp{(i/�)W}), тождество (2.7.7) может быть представлено в виде

JA
δW
δφ∗A

= 0. (2.7.8)

Введем стандартным образом производящий функционал вершинных
функций Γ = Γ(φ, φ∗) через преобразования Лежандра W

Γ(φ, φ∗) = W(J, φ∗)− JAφ
A, φA =

δW
δJA

,
δΓ

δφA
= −JA.

Переписывая тождество Уорда (2.7.8) для производящего функционала вер-
шинных функций Γ. Тогда это тождество

(Γ,Γ) = 0 (2.7.9)

имеет вид классической части мастер-уравнения.
Иногда бывает полезным представить тождества Уорда (2.7.7), (2.7.8),

(2.7.9) в эквивалентной форме. Для этого введем нечетный нильпотентный
оператор V :

V = JA
δ

δφ∗A
, V 2 = 0. (2.7.10)

Тогда получим следующее представление (2.7.7), (2.7.8)

V Z = 0, VW = 0.

Тождество Уорда для Γ можно записать в виде

B(Γ) · Γ = 0,

где мы использовали обозначение B(Γ) для, так называемого, оператора
Славнова –Тейлора:
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B(Γ) = δΓ

δφA
δ

δφ∗A
− (−1)εA

δΓ

δφ∗A

δl
δφA

= (Γ, ·) (2.7.11)

Оператор B(Γ) (2.7.11) обладает свойством нильпотентности B(Γ)2 = 0
благодаря (2.7.9), и может быть рассмотрен как преобразование Лежандра V .
Среди вопросов, связанных с рассматриваемым методом, рассмотрим

только вопрос о калибровочной зависимости функций Грина.

2.8. Калибровочная зависимость функций Грина

Хорошо известно, что функции Грина в калибровочных теориях зависят от
выбора калибровки [33,47–56]. Из калибровочной независимости S-матрицы
(см. (2.6.1)) следует, что калибровочная зависимость функций Грина в калиб-
ровочных теориях должна быть особого вида. Для изучения такой зависимо-
сти рассмотрим бесконечно малую вариацию калибровочного функционала
Ψ(φ) → Ψ(φ) + δΨ(φ). Тогда вариация exp{(i/�)Sext} имеет вид

δ

(
exp

{
i

�
Sext

})
= [δΨ, Δ]+ exp

{
i

�
Sext

}
= Δ δΨ exp

{
i

�
Sext

}
,

потому что в случае, когда Ψ и δΨ зависят только от переменных φ, опе-
ратор [δΨ, Δ]+ коммутирует с [Ψ, Δ]+.
Соответствующая вариация функционала Z(J, φ∗) имеет вид

δZ(J, φ∗) =

∫
dφ exp

{
i

�
JAφ

A

}
Δ δΨ exp

{
i

�
Sext(φ, φ

∗)
}

= (−1)εA
δ

δφ∗A

∫
dφ exp

{
i

�
JAφ

A

}
δl
δφA

δΨ exp

{
i

�
Sext(φ, φ

∗)
}

= − i

�

δ

δφ∗A
JA

∫
dφ δΨ exp

{
i

�

[
Sext(φ, φ

∗) + JAφ
A

]}
.

Следовательно

δZ = − i

�
JA

δ

δφ∗A
δΨ̂Z(J, φ∗) = − i

�
V δΨ̂Z(J, φ∗), (2.8.1)

где введен оператор δΨ̂ согласно

δΨ̂ ≡ δΨ

(
�

i

δ

δJ

)
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и используется определение (2.7.10). В терминах производящего функциона-
ла W = W(J, φ∗) связных функций Грина

δZ =
i

�
δW exp

{
i

�
W

}
,

и получаем

δW = −JAδ〈δΨ̂〉
δφ∗A

= −V 〈δΨ̂〉. (2.8.2)

Здесь мы учли тождество Уорда W (2.7.8) и ввели обозначение 〈δΨ̂〉 для
вакуумного ожидания оператора δΨ̂

〈δΨ̂〉 = δΨ

(
δW
δJ

+
�

i

δ

δJ

)
.

Вариация производящего функционала вершинных функций Γ = Γ(φ, φ∗)

δΓ =
δΓ

δφA

(
δ〈〈δΨ̂〉〉
δφ∗A

+
δφB

δφ∗A

δl〈〈δΨ̂〉〉
δφB

)
,

δ

δφ∗A

∣∣∣∣∣
J

=
δ

δφ∗A

∣∣∣∣∣
φ

+
δφB

δφ∗A

∣∣∣∣∣
J

δl
δφB

∣∣∣∣∣
φ∗

,

и введены обозначения

〈〈δΨ̂〉〉 = δΨ

(
φA + i�(G

′′−1)AB
δl
δφB

)
,

(G
′′
)AB =

δl
δφA

(
δΓ

δφB

)
, (G

′′−1)ABGBC = δAC .

Можно увидеть, что на экстремалях функционал Γ не зависит от калибровки

δΓ

∣∣∣∣
δΓ
δφ=0

= 0. (2.8.3)

Есть и другая возможность представления данного результата. Рассмотрим
равенства

JA
δφB

δφ∗A
= JA

δ

δφ∗A

(
δW
δJB

)
,
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δ

δJB

(
JA
δW
δφ∗A

)
= 0 =

δW
δφ∗B

+ (−1)εBJA
δ

δφ∗A

(
δW
δJB

)
.

Таким образом,

δΓ =
δΓ

δφA
δ〈〈δΨ̂〉〉
δφ∗A

+ (−1)εB
δΓ

δφ∗B

δl〈〈δΨ̂〉〉
δφB

δΓ

δφA
δ〈〈δΨ̂〉〉
δφ∗A

− δl〈〈δΨ̂〉〉
δφB

δΓ

δφ∗B
.

Последнее уравнение имеет вид

δΓ = (Γ, 〈〈δΨ̂〉〉) = B(Γ) · 〈〈δΨ̂〉〉. (2.8.4)

Можно увидеть, что вариация функционала Γ при малом измене-
нии калибровки может быть представлена в виде антиканонического
преобразования (2.2.9) полей и антиполей с производящей функци-
ей X = X(φ, φ∗) = φ∗Aφ

A + 〈〈δΨ̂〉〉

φ
′A = φA +

δ〈〈δΨ̂〉〉
δφ∗A

, φ∗
′

A = φ∗A − δ〈〈δΨ̂〉〉
δφA

.

Это означает, в частности, что вся зависимость от калибровки в калибровоч-
ных теориях общего вида присутствует лишь в аргументах производящего
функционала вершин.

Вопросы для самопроверки

1. Приводимые и неприводимые калибровочные теории.
2. Замкнутая и открытая калибровочные алгебры.
3. Понятие калибровочных теорий общего вида.
4. Антиполя.
5. Антискобка.
6. Δ-оператор.
7. Квантовое мастер-уравнение.
8. БРСТ-симметрия.
9. Производящий функционал функций Грина.
10. Калибровочная инвариантность S-матрицы.
11. Тождество Уорда.
12. Калибровочная зависимость функций Грина.
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Заключение

В данном учебном пособии был рассмотрен важный раздел квантовой тео-
рии поля, связанный с понятием БРСТ-симметрии в калибровочных теориях.
Отличительной чертой издания является включение в него оригинальных ре-
зультатов, полученных одним из авторов пособия [15, 16, 30, 39, 40, 52, 53, 55]
и не описанных в классических учебниках. В частности, особое внимание
было уделено систематическому изучению и описанию калибровочной зави-
симости функций Грина, изучению роли БРСТ-преобразований в теориях
Янга –Миллса, в которых постоянный грассмановский параметр заменен на
произвольный нильпотентный функционал полей полного конфигурационно-
го пространства. В результате чего, учебное пособие является универсальным
помощником в изучении одного из основных разделов квантовой калибровоч-
ной теории, содержащем, помимо уже известных фактов, современные дости-
жения в данной области теоретической физики.
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Приложения

Приложение А. Группы Ли и алгебры Ли

Ли группа G определяется следующими свойствами:

1. G – произвольная группа.
2. G – аналитическое многообразие размерности dG = n, т.e. его эле-
менты аналитически зависят от параметров локальной группы,
g(ξ), ξ = (ξ1, . . . , ξn).

3. Kарта
(
g(ξ), g(ξ′)

) �→ g(ξ)g−1(ξ′) является аналитической.

Обычно параметризация выбирается таким образом, что g(0) = e (единич-
ный элемент).
Группа Ли может быть рассмотрена как группа непрерывных преобразо-

ваний, действующих на некоторое (векторное) пространство V с элементами
x ∈ V соответствующими

g(ξ) : x �→ x′(ξ) = (gx)(ξ), x = (gx)(0). (A.1)

Зададим линейно независимый базис {ei} пространства V . Бесконечно ма-
лые преобразования координат в этом базисе x = xiei задаются

dxi = uia(x)dξ
a c uia(x) =

∂(gx)i

∂ξa

∣∣∣∣
ξ=0

. (A.2)

Бесконечно малое приращение функции F (x) на V задается

dF (x) =
∂F

∂xi
dxi = dξaXaF c Xa = uia(x)

∂

∂xi
, (A.3)

которые являются бесконечно малыми генераторами группы Ли. Величи-
ны uia(x) задают поле скоростей в пространстве V , которое определяет ор-
биту x в группе действий порожденных Xa; условие интегрируемости имеет
вид:

uja(x)
∂uib(x)

∂xj
− ujb(x)

∂uia(x)

∂xj
= fab

cuic(x), fab
c = −fbac; (A.4)

величины fab
c называются структурными константами группы Ли.

Бесконечно малые генераторы Xa группы Ли образуют линейно- незави-
симый базис алгебры Ли ( Lie (G)) группы G. Вследствие уравнения (A.4)

53



генераторы удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям

[Xa, Xb] = fab
cXc, (A.5)

которые однозначно определяют алгебру Ли (с произвольными элементами
X = ξaXa ∈ Lie (G)) с Ли умножением, определенным

(Lie(G),Lie(G)) � (X, Y ) �→ X ◦ Y ≡ [X, Y ] ∈ Lie(G) ∀X, Y ∈ Lie(G).

В силу тождества Якоби аналогичное соотношение для структурных кон-
стант имеет вид:

[[Xa, Xb], Xc] + [[Xb, Xc], Xa] + [[Xc, Xa], Xb] ≡ 0, (A.6)
fab

dfdc
e + fbc

dfda
e + fca

dfdb
e ≡ 0. (A.7)

Группа Ли называется абелевой, если все ее генераторы коммутируют, т.e.
если fab

c ≡ 0. Подкласс генераторов Xρ, ρ = 1, . . . , r < n порождает под-
группу H ⊂ G тогда и только тогда, когда fρσ

τ = 0 для ρ, σ ≤ r, τ > r; эта
подгруппа называется инвариантной подгруппой в том и только том случае,
когда fρσ

τ = 0 для ρ ≤ r, τ > r.
При помощи структурных констант может быть введен симметричный тен-

зор второго ранга gab, называемый метрикой Картана:

gab = fad
cfbc

d, (A.8)

который служит для определения групп Ли. Группа Ли называется полу-
простой тогда и только тогда, когда метрика Картана невырождена, т.e.
det|gab| 	= 0, и называется компактной, если метрика Картана положительно
(или отрицательно) определена. Кроме того, при помощи метрики Картана
группа индексов может подниматься или опускаться. Главным образом, мож-
но показать, что

fabc = fab
dgdc (A.9)

могут быть выбраны полностью антисимметричными; из этого следует, что
полупростая группа Ли не имеет абелевых инвариантных подгрупп (кроме
единичного элемента). Группа Ли называется простой если она не имеет ин-
вариантной подгруппы, кроме единичного элемента. В случае полупростых
групп Ли связь с соответствующей алгеброй Ли задается

g(ξ) = exp {ξaXa} c Xa =
∂g(ξ)

∂ξa

∣∣∣∣
ξ=0

(A.10)
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и генераторы Xa являются антисимметричными X†
a = −Xa.

В силу тождества Якоби структурные константы задают (матричное) пред-
ставление алгебры Ли, так называемое, сопряженное или регулярное пред-
ставление,

Lie (G) � X �→ adX : [X, Y ] = (adX)Y, (A.11)

которое однозначно определяется следующим отождествлением базисных
элементов: (Xa)b

c ≡ (adXa)b
c = fab

c. Это можно понимать как действие
(фиксированного) элемента ξaXa алгебры Ли на произволный базисный
элемент Xb для получения другого базисного элемента Xc согласно с
ξa [Xa, Xb] = ξa(adXa)b

cXc, т.e. сама алгебра Ли, являясь векторным про-
странством, выступает в качестве пространства представлений для произ-
вольных элементов X = ξaXa алгебры Ли.
В терминах сопряженного представления возможно ввести билинейную

форму, форму Киллинга, которая, взятая за базисные элементы, определяет
метрику Картана:

K(X, Y ) := tr ((adX) · (adY )) =⇒ gab = K(Xa, Xb). (A.12)

Сопряженное представление группы Ли G определяется на Lie( G) согласно

Ad g : X �→ g X g−1 ∀g ∈ G, X ∈ Lie(G), (A.13)

или, аналогично, в случае полупростых групп Ли

Ad g(ξ) = exp {ξa(adXa)} . (A.14)

Приложение B. Представление амплитуды перехода в виде
функционального интеграла

Обсудим представление производящего функционала Z(J) для функций
Грина в виде функционального интеграла по траекториям в фазовом про-
странстве. Его вывод опирается на соответствующее представление матрич-
ных элементов упорядоченного по времени произведения T

(
q̂i1(t1)...q̂

in(tn)
)

между собственными состояниями оператора координат. Тем самым мы огра-
ничим себя квантовоймеханической системой с одной лишь степенью свободы.
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Собственные состояния оператора координат вводятся таким образом:

q̂(t)|q, t〉 = q|q, t〉 картина Гейзенберга,
q̂S|q〉 = q|q〉 картина Шредингера,

со следующей связью между этими состояниями

|q〉 = exp

(
− i

�
Ĥt

)
|q, t〉,

где Ĥ обозначаетГамильтониан системы.Такимобразом, матричный элемент

〈q′, t′|q, t〉 = 〈q′| exp
(
− i

�
Ĥ(t′ − t)

)
|q〉 (B.1)

соответствует переходу от состояния |q〉 в момент t к состоянию |q′〉 в
момент t′, и определяет функцию Грина, т.е. определяет |t〉 как решение
уравнения Шредингера Ĥ|t〉 = i�∂|t〉/∂t, тогда

〈q′|t′〉 =
∫
dq 〈q′| exp

(
− i

�
Ĥ(t′ − t)

)
|q〉〈q|t〉

описывает эволюцию по времени волновой функции Шредингера 〈q|t〉.
Сначала покажем, как матричный элемент (B.1) может быть представлен

в виде функционального интеграла. Начнем с представления (B.1) в виде
кратного интеграла, затем, переходя к пределу, получаем соответствующий
функциональный интеграл.
Для начала разделим промежуток времени (t′ − t) на (n + 1) равных

частей длины ε, т.e.

t′ = t+ (n+ 1)ε, tj = t+ jεt, (j = 1, ..., n).

Используя соотношение полноты в каждый момент tj,
∫
dqj |qj, tj〉〈qj, tj| = 1,

представим амплитуду перехода следующим образом

〈q′, t′|q, t〉 =
∫ ∏

j

dqj 〈q′, t′|qn, tn〉 · · · 〈qj1, tj1|qj−1, tj−1〉 · · · 〈q1, t1|q, t〉

вместе с

〈qj, tj|qj−1, tj−1〉 = 〈qj| exp
{
− i

�
Ĥε

}
|qj−1〉 = 〈qj|qj−1〉 − iε

�
〈qj|Ĥ|qj−1〉+O(ε2),

где q0, qn+1, t0 и tn+1 следует рассматривать как q, q′, t и t′, соответственно.
Теперь, выбирая Гамильтониан Ĥ = H(p̂, q̂) в виде Ĥ = T (p̂)+V (q̂), можно
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записать

〈qj|Ĥ|qj−1〉 =

∫
dpj 〈qj|pj〉〈pj|Ĥ|qj−1〉

=

∫
dpj
2π�

exp

{
i

�
pj(qj − qj−1)

}
H(pj, qj−1),

где H(p, q) теперь является классическим Гамильтонианом. Используя эти
выражения, получаем

〈qj, tj|qj−1, tj−1〉 =
∫ dpj

2π� exp

{
i
�
pj(qj − qj−1)

}[
1− i

�
εH(pj, qj−1)

]
+O(ε2)

=
∫ dpj

2π� exp

{
i
�
pj(qj − qj−1)− i

�
εH(pj, qj−1)

}
+O(ε2) (B.2)

и, таким образом, приходим к следующему выражению для матричного эле-
мента (B.1):

〈q′, t′|q, t〉 = lim
n→∞

∫ n∏
j=1

dqj

∫ n+1∏
j=1

dpj
2π�

× (B.3)

× exp

{
i

�

n+1∑
j=1

[
pj(qj − qj−1)−H(pj, qj−1)(tj − tj−1)

]}
,

где предполагается, что n→ ∞(ε→ 0), пренебрегая величинами O(ε2).
Этот результат можно представить в компактном виде

〈q′, t′|q, t〉 =

q(t′)=q′∫
q(t)=q

DqDp exp
{
i

�

t′∫
t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}
, (B.4)

где выражение

q(t′)=q′∫
q(t)=q

DqDp ≡
∫ ∏

τ

(
dq(τ)dp(τ)

2π�

)

называют функциональным интегралом по всему фазовому пространству, с
граничными условиями: q(t) = q, q(t′) = q′. Следует обратить внимание
на то, что все многообразие кривых интегрируемо по заданным непрерыв-
ным кривым q(t) в конфигурационном пространстве и кусочно-постоянным
кривым p(t) пространства импульсов. Кроме того, заметим, что этот вывод
был сделан только для специальных функциональных форм Гамильтониана.
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Однако, окончательный результат предполагается верным для любого Га-
мильтониана.
Если Гамильтониан имеет простой вид H = p2/2m + V (q), то может вы-

полняться интегрирование по импульсам в (B.2): заменяя переменные инте-
грирования, pj → pj −m(�qj/ε), гауссовым интегрированием получаем∫

dpj
2π�

exp

{
i

�
(pj � qj −

p2j
2m

ε)

}
= exp

{
i

�
ε
m

2

(�qj
ε

)2}
,

где �qj = qj − qj−1 и

1

Nj
=

∫
dpj
2π�

exp

{
− i

�

p2j
2m

ε

}
.

Окончательный результат имеет вид функционального интеграла по конфи-
гурационному пространству

〈q′, t′|q, t〉 = 1

N

q(t′)=q′∫
q(t)=q

Dq exp
{
i

�
S[q]

}
. (B.5)

Здесь S[q] =
∫ t′

t dτ L(q, q̇) – интеграл действия по траектории q(τ), где
L(q, q̇) = mq̇2/2−V (q) - функция Лагранжа, и нормирующий множитель N

задается соотношением

1

N
=

∫
Dp exp

{
− i

�

∫ t′

t

dτ
p2

2m

}
c Dp ≡

∏
τ

(
dp(τ)

2π�

)
. (B.6)

Матричный элемент 〈q′, t′|q, t〉 определяет все вероятности перехода между
квантовыми механическими состояниями. В целях дальнейшего применения
функционального формализма к квантовой теории поля важно также знать
представление функционального интеграла матричных элементов произведе-
ния операторов координат, соответствующее умножению полевых операторов
в квантовой теории поля. Для упорядоченного по времени произведения n
таких операторов справедливо следующее соотношение:

〈q′, t′|T
(
q̂(t1) · · · q̂(tn)

)
|q, t〉 = (B.7)

=

q(t′)=q′∫
q(t)=q

DqDp q(t1)...q(tn) exp
{
i

�

∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}
.
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Проверим выражение (B.7) для произведения двух операторов: q̂(τ1)q̂(τ2)
при τ1 > τ2. Здесь снова, разбиваем временную ось на небольшие интервалы,
выбирая t1...tn таким образом, что

τ1 = ti1, τ2 = ti2,

а затем применяем соотношение полноты к каждому ti. Таким образом, имеем

〈q′, t′|q̂(τ1)q̂(τ2)|q, t〉 =

∫ ∏
i

dqi〈q′, t′|qn, tn〉 · · · 〈qi1, ti1|q̂(τ1)|qi1−1, ti1−1〉 · · ·

· · · 〈qi2, ti2|q̂(τ2)|qi2−1, ti2−1〉 · · · 〈q1, t1|q, t〉
=

∫ ∏
i

dqi qi1qi2〈q′, t′|qn, tn〉 · · · 〈q1, t1|q, t〉 .

Действуя аналогично выводу (B.4), получаем выражение (B.7) для n = 2.
Заметим, что последнее уравнение справедливо для τ1 > τ2. Когда
τ1 < τ2, правая часть этого уравнения соответствует матричному элемен-
ту 〈q′, t′|q̂(τ2)q̂(τ1)|q, t〉, поэтому функциональный интеграл вида (B.7) опре-
деляет матричный элемент упорядоченного по времени произведения двух
операторов состояния

q(t′)=q′∫
q(t)=q

DqDp q(t1)q(t2) exp
{
i

�

∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q)]

}
= 〈q′, t′|T

(
q̂(t1)q̂(t2)

)
|q, t〉.

По-прежнему, представляется возможным перейти от функциональных ин-
тегралов по фазовому пространству к функциональным интегралам по кон-
фигурационному пространству.
Введем амплитуду перехода при наличии внешнего источника J(τ),

〈q′, t′|q, t〉J =

q(t′)=q′∫
q(t)=q

DqDp exp

{
i

�

∫ t′

t

dτ [pq̇ −H(p, q) + J(τ)q(τ)]

}
, (B.8)

которая соответствует Гамильтониану модифицированному членом с источ-
ником H → H − Jq. Это может рассматриваться как производящий функ-
ционал матричных элементов операторов состояния, которые заданы функ-
циональными производными по J(τ):

〈q′, t′|T
(
q̂(t1)...q̂(tn)

)
|q, t〉 =

(
�

i

)n
δn

δJ(t1)...δJ(tn)
〈q′, t′|q, t〉J |J=0. (B.9)
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Теперь установим связь этих матричных элементов с функциями Грина,
т.е. вакуумные средние произведения операторов состояния. Пусть Лагран-
жиан L не зависит (явно) от времени. Собственные энергии соответствуют
волновым функциям Φn(q) = 〈q|n〉. В частности, основное состояние, или
вакуумное, описывается функцией Φ0(q) = 〈q|0〉. Удобно будет использовать
функцию Φ0(q, t) определенную как

Φ0(q, t) = exp

(
− i

�
E0t

)
〈q|0〉 = 〈q| exp

(
− i

�
Ĥt

)
|0〉 = 〈q, t|0〉.

Нас интересует матричный элемент

〈0|T
(
q̂(t1)...q̂(tn)

)
|0〉 =

∫
dq′dqΦ∗

0(q
′, t′)〈q′, t′|T q̂(t1)...q̂(tn)|q, t〉Φ0(q, t).

Используя для матричного элемента 〈q′, t′|T q̂(t1)...q̂(tn)|q, t〉 функциональ-
ную форму, заданную уравнением (B.7) его можно переписать в виде

〈0|T
(
q̂(t1)...q̂(tn)

)
|0〉 =

(
�

i

)n
δn

δJ(t1)...δJ(tn)
Z(J)|J=0, (B.10)

где производящий функционал Z(J) задается выражением

Z(J) = 〈0|0〉J =

∫
dq′dqΦ∗

0(q
′, t′)〈q′, t′|q, t〉JΦ0(q, t), (B.11)

где 〈q′, t′|q, t〉J определяется соотношением (B.8). Однако, вследствие инте-
грирования в (B.11) по любому значению q′ и q, он представляет собой ни
что иное, как

Z(J) =

∫
DqDp exp

{
i

�

∫
dt [pq̇ −H(p, q) + Jq]

}
, (B.12)

где интегралы берутся по всему пространству траекторий в фазовом про-
странстве.
Полученные результаты можно обобщить на случай с более, чем одной

степенью свободы. Если число степеней свободы равно N , координата q
должна быть заменена N -компонентным вектором qi. Функциональный ин-
теграл теперь соответствует сумме по всем траекториям в N -мерном конфи-
гурационном пространстве, удовлетворяющей соответствующим граничным
условиям.
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Приложение C. Переменные Грассмана, Березиниан

В гамильтоновом подходе к квантовой теории поля фермионные поля, та-
кие, как поля Дирака, должны быть квантованы каноническими антиком-
мутационными соотношениями. Соответственно в формулировке квантовой
теории поля в терминах функциональных интегралов приходится иметь дело
с (классическими) антикоммутирующими полями. Эти объекты могут быть
рассмотрены как поля в пространстве Минковского со значениями в неко-
торой алгебре суперчисел. Соответствующая математическая теория описы-
вается алгебрами Березина, которые будут введены ниже. Кроме того, мы
обобщим такие их свойства, как дифференцирование, интегрирование и заме-
ну переменных, которые будут соответствовать математически согласованной
формулировке квантовой теории поля в функциональном формализме (для
более детального рассмотрения см. [57–60]).
Для начала введем алгебру Грассмана G как ассоциативную алгебру с

единицей над полем комплексных чисел C, порожденную конечным (или
бесконечным) набором антикоммутирующих элементов ξα, α = 1, 2, · · · , n,

ξαξβ + ξβξα = 0, (C.1)

находящихся в инволюции. Каждый элемент G может быть переписан как

g = f0 + fαξ
α + · · ·+ fα1···αn

ξα1 · · · ξαn, где f0, · · · , fα1···αn
ε C. (C.2)

Индексы коэффициентов f0, · · · , fα1···αn
в силу (C.1) считаются полностью

антисимметричными. Инволюция, которая в операторной формулировке со-
ответствует эрмитовому сопряжению, должна быть потребована (поэтому,
после определения некоторого сопряжения образующих элементов, g ε G
удовлетворяют соотношениям являющимися эквивалентными эрмитовому со-
пряжению). Элементами такой алгебры Грассмана являются упомянутые вы-
ше суперчисла. В принципе, объекты f0, · · · , fα1···αn

могут быть элементами
некоторой функциональной алгебры, например, C1 или C∞ непрерывных
или бесконечно дифференцируемых функций; так как нас интересует кван-
товая теория поля, то эти функции предполагаются определенными в про-
странстве Минковского (или евклидовом пространстве).
Алгебра Березина B определяется как ассоциативная алгебра с инволю-

цией над полем C комплексных чисел, где коэффициентами переменных
Грассмана являются элементы некоторой функциональной алгебры. Каждый
элемент φ ε B, являющийся (обобщенно классическим) полем, может быть
представлен в виде
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φ(x) = f0(x) + fα(x)ξ
α + fα1α2

(x)ξα1ξα2 + · · ·+ fα1···αn
(x)ξα1 · · · ξαn, (C.3)

где ξα, α = 1, ..., n – образующие алгебры Грассмана G и f0(x), fα1α2
(x),

· · · , fα1···αn
(x) – функции (в нашем случае, вещественных) переменных

xi, i = 1, ...,m, принадлежащих некоторому функциональному пространству
определенному через рассматриваемые нами (физические) поля.
Введем теперь понятия нечетного и четного элементов алгебры B. Эле-

мент φ(o), чье представление (C.3) содержит только нечетные степени ξ,
называется нечетным. Элемент φ(e), чье представление (C.3) включает толь-
ко четные степени ξ, называется четным. Заметим, что набор всех четных
элементов φ(e) образует подалгебру алгебры B. Очевидно, что четные эле-
менты коммутируют со всеми элементами алгебры B, а нечетные элементы
антикоммутируют между собой. Для каждого нечетного φ(o) (четного φ(e))
элемента введем величину ε(φ(o)) и ( ε(φ(e))), называемую грассмановой чет-
ностью по правилу: ε(φ(o)) = 1 и ε(φ(e)) = 0, соответственно. Четность
элемента φ3 = φ1φ2, когда φ1 и φ2 имеют определенную четность , равна

ε(φ3) = (ε(φ1) + ε(φ2))(mod 2) (C.4)

и коммутационное соотношение между двумя элементами можно
представить как

φ1φ2 = (−1)ε(φ1)ε(φ2)φ2φ1. (C.5)

Набор всех элементов {φ} с определенной грассмановой четностью в ал-
гебре B образует, так называемую, Z2-градуированную алгебру. Этот случай
является очень важным для задач квантовой теории поля, рассматривающей
только величины с определенной грассмановой четностью. Здесь и далее бу-
дем считать, что каждая переменная или величина обладает определенной
грассмановой четностью. Также удобно ввести грассманову четность индек-
сов. В дальнейшем будем обозначать четность индекса A, относящегося к
некоторой величине, через εA.
Перейдем теперь к рассмотрению матриц в алгебре B, которые будем на-

зывать суперматрицами. Суперматрица M характеризуется своими матрич-
ными элементами MAB, которые принадлежат B, и каждый из них обла-
дает определенной четностью, характеризующейся четностями его индексов
(εA, εB). Четности матричных элементов суперматрицыM подчиняются пра-
вилу
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ε(MAB) = εA + εB. (C.6)

Для суперматриц одинаковой размерности и имеющих один и тот же по-
рядок следования четных и нечетных индексов можно рассматривать опера-
ции сложения и умножения. Результаты этих операций также будут являться
суперматрицами. Это позволяет рассматривать также регулярные функции
f(M) суперматрицы M очевидным образом.
Нормальной формой суперматрицы M называется суперматрица M (N),

которая построена из M с помощью одновременной перестановки одинаково
пронумерованных строк и столбцов для получения суперматрицы с опреде-
ленным порядком следования индексов: в начале стоят все четные индексы,
затем – все нечетные. Суперматрица M (N) может быть представлена в сле-
дующем блочном виде:∣∣∣∣∣∣∣∣M (N)

AB

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (
(M1)ij (M2)iβ
(M3)αj (M4)αβ

)
, (C.7)

где A = (i, α), B = (j, β), εi = εj = 0, εα = εβ = 1, матричные элементы
матриц M1, M4 являются четными, в то время, как матричные элементы
матриц M2, M3 – нечетные.
Суперслед (sTrM) суперматрицы M определяется по правилу

sTrM =
∑
A

(−1)εAMAA. (C.8)

С помощью суперследа (C.8) можно ввести суперопределитель ( sDetM)

sDetM = exp(sTr lnM). (C.9)

Суперслед и суперопределитель обладают многими свойствами следа и опре-
делителя обычных матриц. Представим некоторые свойства суперследа и су-
перопределителя:

1) sTr(M +N) = sTrM + sTrN,

2) sTrM = sTrM (N) = TrM1 − TrM4,

3) sDetM = sDetM (N) = DetM1 −Det−1(M4 −M3M
−1
1 M2),

4) sTrMN = sTrNM,

5) sDetMN = sDetMsDetN,

6) sDetM−1 = sDet−1M.
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Здесь мы ввели обратную суперматрицу M−1 к невырожденной супермат-
рице M по правилу MM−1 =M−1M = 1. Условия невырожденности могут
быть представлены в виде:

DetM 0
1 	= 0, DetM 0

4 	= 0,

где матрицы M 0
i получены из матриц Mi при переходе к пределу при ξ → 0.

Кроме того, ранг суперматрицы определяется числами (n1, n2), заданными
в соответствии с

rankM = (n1, n2), rankM 0
1 = n1, rankM 0

4 = n2.

Введем понятия дифференцирования и интегрирования на алгебре Берези-
на B (C.3). Заметим, в первую очередь, что дифференцирование и интегри-
рование по переменным {xi} совпадают с обычными операциями дифферен-
цирования и интегрирования, а именно

∂φ

∂xi
=

∂f0(x)

∂xi
+
∂fα(x)

∂xi
ξα +

∂fα1α2
(x)

∂xi
ξα1ξα2 + · · ·+ ∂fα1···αn

(x)

∂xi
ξα1 · · · ξαn,

∫
dxiφ =

∫
dxif0(x) +

(∫
dxifα(x)

)
ξα +

(∫
dxifα1α2

(x)

)
ξα1ξα2 +

+ · · ·+
(∫

dxifα1···αn
(x)

)
ξα1 · · · ξαn.

Производные по грассмановским переменным ξα являются такими же ли-
нейными операциями, но для их нахождения необходимо только лишь до-
множить полученный результат на образующие ξα. Так как образующие ан-
тикоммутируют между собой, то существует два типа производных: правая
и левая. Левая производная определяется по правилу:

∂l
∂ξα

ξα1ξα2 · · · ξαk =
k∑

i=1

(−1)Piδαi
α ξ

α1 · · · ξαi−1ξαi+1 · · · ξαk , (C.10)

где Pi – четность перестановки от (1, 2, ..., i, ..., k) к (i, 1, ..., i−1, i+1, ..., k).
Правая производная определяется как

∂r
∂ξα

ξα1ξα2 · · · ξαk =
k∑

i=1

(−1)Pk−i+1δαi
α ξ

α1 · · · ξαi−1ξαi+1 · · · ξαk . (C.11)

Объединим xi и ξα в единый набор zA переменных: zA = (xi, ξα), ε(zA) ≡ εA.
Тогда мы сможем представить несколько существенных свойств и соотноше-
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ний для производных по переменным z, действующих на элементы
Z2-градуированной алгебры:

1)
∂l
∂zA

∂l
∂zB

φ = (−1)εAεB
∂l
∂zB

∂l
∂zA

φ,

2)
∂r
∂zA

∂r
∂zB

φ = (−1)εAεB
∂r
∂zB

∂r
∂zA

φ, (C.12)

3)
∂l
∂zA

∂r
∂zB

φ =
∂r
∂zB

∂l
∂zA

φ,

4)
∂l
∂zA

φ = (−1)εA(ε(φ)+1) ∂r
∂zA

φ,

5)
∂l
∂zA

(φ1φ2) =
∂lφ1
∂zA

φ2 + (−1)εAε(φ1)φ1
∂lφ2
∂zA

,

6)
∂r
∂zA

(φ1φ2) = (−1)εAε(φ2)
∂rφ1
∂zA

φ2 + φ1
∂rφ2
∂zA

.

Производные сложной функции Φ(z) = φ(ϕ(z)) от z по z можно вычислить
следующим образом

∂lΦ

∂zA
=
∂lϕ

B

∂zA
∂lΦ

∂ϕB
,

∂rΦ

∂zA
=
∂rΦ

∂ϕB

∂rϕ
B

∂zA
.

Введем определение интеграла на алгебре Березина B. Для этого необ-
ходимо, фактически, определить интеграл по нечетным элементам. Введем
следующие символы dξα, ε(dξα) = 1 со свойствами

ξαdξβ = −dξβξα, dξαdξβ = −dξβdξα,
тогда интеграл по нечетным элементам определяется по правилам∫

dξα = 0,

∫
dξαξα = 1.

Формально, интеграл по нечетным элементам совпадает с производной:∫
dξα1 · · · dξαkφ =

∂l
∂ξα1

· · · ∂l
∂ξαk

φ =
∂r
∂ξαk

· · · ∂r
∂ξα1

φ.

В общем случае, мы рассмотрим dzA = (dxi, dξα), ε(dzA) ≡ εA со свойствами

dzAzB = (−1)εAεBzBdzA, dzAdzB = (−1)εAεBdzBdzA.

Интеграл по грассмановым переменным zA обладает рядом свойств обыч-
ных интегралов.
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1. Интеграл от полной производной равен нулю:∫
dzA

∂rφ

∂zA
=

∫
dzA

∂lφ

∂zA
= 0, (C.13)

когда предполагаются соответствующие граничные условия для четных
переменных. Из (C.13) следует формула интегрирования по частям:∫

dzA
∂lφ1
∂zA

φ2 = −(−1)εAε(φ1)

∫
dzAφ1

∂lφ2
∂zA

; (C.14)

в (C.13), (C.14) предполагается отсутствие суммирования по повторяю-
щимся индексам.

2. Интеграл инвариантен относительно смещения переменных интегрирова-
ния: ∫

dzφ(z + y) =

∫
dzφ(z),

где yA принадлежит B и не зависит от переменной интегрирования zA.

3. Правила интегрирования, сформулированные выше, позволяют получить
формулу замены переменных:∫

dz φ(z) =

∫
dz Ber y(z) φ(y(z)),

где Ber y(z) – Березиниан замены переменных yA = yA(z)

Ber y(z) = sDetR, RA
B =

∂ry
A(z)

∂zB

= sDetL, LA
B =

∂ly
B(z)

∂zA
.

Березиан может быть рассмотрен как расширение Якобиана, соответству-
ющего замене переменных в случае обычных интегралов. Свойства Бере-
зиана следуют из свойств суперопределителя.

4. Приведем выражение для интеграла Гаусса (ε(JA) = εA):∫
dz exp

(
− 1

2
zAMABz

B + JAz
A

)
=

= (2π)l/2(sDet−1/2M) exp

(
1
2
JAΛ

ABJB

)
,
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где матрица M удовлетворяет соотношению:

MAB = (−1)(εA+εB+εAεB)MBA,

l – число четных компонентов zA,
а ΛAB определяется как

ΛAB = (M−1)AB(−1)εA.

Приложение D. Функциональные интегралы в теории возмущений

Рассмотрим определение функционального интеграла в квантовой теории
поля достаточного для представления производящих функционалов функций
Грина в рамках теории возмущений. Основным объектом в этом определении
является функционал Z(J) переменных (источников) JA, ε(JA) ≡ εA, ко-
торый задается в виде функционального интеграла

Z(J) =

∫
Dφ exp

{
i

�
[S(φ) + JAφ

A]

}
≡

∫
Dφ F (φ, J). (D.1)

В (D.1) предполагается, что бозонный функционал S полей φA, ε(φA) ≡ εA
может быть представлен в виде:

S(φ) =
1

2
φAMABφ

B + V (φ), (D.2)

где суперматрица M с матричными элементами MAB, ε(MAB) = εA + εB
не зависит от полей φA и несингулярна. Более того, предполагается, что
матрица M должна удовлетворять следующим свойствам симметрии:

MAB = (−1)εA+εB+εAεB MBA.

В (D.2) функционал V (φ) рассматривается как регулярный функционал
полей φA, т.е.

V (φ) =
∑
n>2

1

n!
VA1···An

φAn · · · φA1.

По определению функциональный интеграл (D.1) в рамках теории возму-
щений определяется следующим правилом

Z(J) = exp

{
i

�
V

(
�

i

δ

δJ

)}
Z0(J), (D.3)
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где функционал Z0(J) имеет гауссов вид

Z0(J) =

∫
Dφ exp

{
i

�

[
1

2
φAMABφ

B + JAφ
A

]}
и определяется как

Z0(J) = (sDetM)−1/2 exp

{
− i

2�
JAΛ

ABJB

}
. (D.4)

В (D.4) мы использовали следующее обозначение

ΛAB = (M−1)AB(−1)εB ,

где суперматрица M−1 является обратной к M . Заметим, что суперопреде-
литель sDetM в (D.4) – это некоторый числовой множитель, не зависящий от
переменных. Мы можем опустить числовые множители, которые появляются
в результате интегрирования по определениям (D.3), (D.4) и не содержат
важных для теории параметров. Основанием этого является тот факт, что
только релятивные (нормализованные) величины, в которых эти факторы
исчезают, действительно представляют интерес для квантовой теории поля.
Из определений (D.3), (D.4) можно вывести основные свойства функ-

циональных интегралов. Здесь мы ограничимся только их перечислением,
опуская доказательства (для подробного рассмотрения см. [61,62]).
Интеграл (D.1) инвариантен относительно смещения переменных интегри-

рования ∫
Dφ F (φ, J) =

∫
Dφ F (φ+ ϕ, J). (D.5)

Интеграл полной производной любого интегрируемого поля φA равен нулю∫
Dφ δ

δφA
F (φ, J) = 0. (D.6)

Из этого свойства следует формула интегрирования по частям∫
Dφ F (φ, J) δG(φ, J)

δφA
= −

∫
Dφ (−1)εAε(G)δF (φ, J)

δφA
G(φ, J), (D.7)

где производные по φA рассматриваются как правые.
Имеет место формула замены переменных:∫

Dφ F (φ, J) =
∫

Dφ F (ϕ(φ), J) Ber[ϕ(φ)], (D.8)
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где Ber[ϕ(φ)] – Березиан замены переменных

Ber[ϕ(φ)] = sDetR, RA
B =

δϕA(φ)

δφB
. (D.9)

В (D.8), (D.9) ε(ϕA) = ε(φA) и суперматрица R несингулярна.
И, наконец, формула для функционала δ-функции, δ(J)

δ(J) =

∫
Dφ exp

{
i

�
[JAφ

A]

}
, (D.10)

где δ-функция (D.10) обладает обычными свойствами δ-функций∫
DJ F (φ, J)δ(J) = F (φ, 0).
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